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对 于 日 益 呈 现 出 高 技术 化 (通常 表现 为 数字 化 ) 社 会 的 今天 ,线性 代数 是 一 
门 应 用 最 为 广泛 的 大 学 数学 课程 。 

线性 代数 内 容 丰 富 , 自 成 体系 ,比较 抽象 。 空 间 解析 几何 是 以 线性 代数 为 工 
具 建 立 起 来 的 ,具体 直观 ,同时 也 为 线性 代数 提供 了 一 个 “可 视 ” 背 景 。 本 书 主要 
介绍 线性 代数 的 基本 理论 与 方法 ,最 后 一 章 介绍 空间 解析 几何 。 如 此 安排 的 目 
的 之 一 是 为 了 给 读者 一 个 更 大 的 学 习 、 思 考 空间 :在 单纯 学 习 线 性 代数 时 ,希望 
能 够 注意 到 它 隐 藏 着 的 几何 直观 ;在 单纯 学 习 几 何 时 ,也 希望 能 够 探究 到 它 的 代 
数 根源 。 毋 庸 置疑 ,代数 与 几何 有 着 天 然 的 联系 ,兼容 并 包 、 相 得 益 彰 有 利于 数 
学 思想 的 升华 。 
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本 书 使 用 符号 说 明 


符 号 意 x: 
Шы 定义 式 
У 求 和 号 
П 求 积 号 
一 般 的 数 域 , 数 域 K 上 所 有 n 维 列 (或 行 ) 向 量 集 ( 它 是 K En 
KKK | 维 线性 空间 ), 数 域 K LRH mXn MERRE K Em nt 
线性 空间 ) 
实数 域 ,实数 域 R 上 所 有 n 维 列 (或 行 ) 向 量 集 ( 它 是 R 上 n 维 
R,R",R™*" 线性 空间 ) ,实数 域 R 上 所 有 mXn MERRE К Ет nt 
线性 空间 
тй n BRA jajaja 的 逆序 数 
Ge AEN аЬ 
4,1. Blay | apga т” = 
© ай у ы 
DT 行列 式 D 的 转 置 
ТЕЎ FARRER iA j 列 位 置 
M; 行列 式 (7 位置 的 余子 式 
А; ИСАКА РЕ (т, ВОК ТА 
а, Kronecker 符号 : 当 i=j 时 ,6, 二 1; 当 ij 时 ,6; =0 
ай, ай Сө} hs 
Cay nx È Cay) mmXn 阶 矩阵 | 48 T ©” 
ад, аа, Өш 
Е 单位 矩阵 
4T,4 ‚А! 矩阵 4 的 转 置 矩阵 ,4 的 伴随 矩阵 ,4 的 逆 矩 阵 
det(A) 方 阵 4 的 行列 式 


本 书 使 用 符号 说 明 


续 表 


# 5 


ж xX 


КСА) ,К(ат az ma) 


ЕРЕ 4 的 秩 , 向 量 组 a ,a:,… ,a, 的 秩 


А-В 矩阵 经 初等 变换 化 为 矩阵 B, RER А 与 B 等 价 
A~B ЖЕ А УВ 
А=В 矩阵 4 与 四 合同 


ner ae) 


初等 行 ( 列 ) 变 换 之 一 , 互 换 矩阵 的 第 i,j 两 行 ( 列 ) 


Бет с) 初等 行 ( 列 ) 变 换 之 一 ,第 i 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 常数 上 
ritkr; le; tkc) 初等 行 ( 列 ) 变 换 之 一 ,第 j 行 ( 列 ) 的 倍加 到 第 i 行 ( 列 》 
PLi, j] 初等 矩阵 之 一 ,单位 矩阵 Е 经 第 i,j 两 行 互 换 后 所 得 
P[iCk)] 初等 矩阵 之 一 ,单位 矩阵 巨 经 第 ;i 行 乘 以 非 零 常数 上 后 所 得 
PLi+ jk) ] 初等 矩阵 之 一 ,单位 矩阵 Е 95 j 行 的 k 倍加 到 第 i 行 后 所 得 
еи (n 维 ) 标 准 单位 向 量 , 即 n 阶 单位 矩阵 下 的 列 向 量 组 或 行 向 
` 量 组 
Са,В] ШЖ а 5p 的 数量 积 ,又 称 内 积 
tap) йар 
axp 向 量 a 与 p 的 向 量 积 ,又 称 外 积 
(apy) 向 量 a,p 与 7 的 混合 积 
lal 向 量 a 的 模 
口 定理 等 的 证 明 结 束 
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第 一 章 行 列 Ж, 


行列 式 起 源 于 线性 方程 组 的 求解 问题 . 早 在 1693 年 德国 数学 家 Leibniz 就 
使 用 了 行列 式 ,1750 年 瑞士 数学 家 Cramer 建立 了 求解 线性 方程 组 的 行列 式 基 
KAR. 今天 ,行列 式 已 经 是 数学 中 的 一 个 基本 概念 . 


第 一 节 二 ,三 阶 行列 式 


对 于 二 元 线性 方程 组 
fanz Hat: =b, a. 
an tı Hanz: =6,, 
易 知 , 当 anan аа #0 时 , 式 (1. 1) 有 惟一 解 : 
= авап. _ ап бап 
апап апап" апав авап’ 


Tı 


这 种 解 的 表达 式 略 显 凌乱 . 如 果 引 入 了 二 阶 行列 式 的 记号 ,情况 就 不 一 
ЖТ. 

所 谓 二 阶 行列 式 , 即 
an, а 
аХа»| :一 anazz 一 azaa， 
其 中 an san saz yaz 为 四 个 数 . 上 式 右边 的 代数 式 也 可 视 为 左边 二 阶 行列 式 的 展 
开 式 :位 于 行列 式 的 主 对 角 线 (从 左上 角 到 右 下 角 的 连 线 , 即 实 线 ) 上 两 个 元 cu， 
azz 的 乘积 取 正 号 ,位 于 次 对 角 线 (从 右上 角 到 左下 角 的 连 线 , 即 虚线 ) 上 两 个 元 


az aa 的 乘积 取 负 号 . 


2 
例 1.1 ?=e0=—2 
有 了 二 阶 行列 式 的 概念 ,我 们 再 来 看 方程 组 (1. 1) 的 解 的 表达 式 . 令 
р |" % |а аа || al: 
an an b: an an b 


行列 式 D 是 由 方程 组 (1.1) 的 系数 构成 的 , 称 为 方程 组 (1.1) 的 系数 行列 
A. 而 Di(i 一 1,2) 是 系数 行列 式 D 的 第 i 列 由 方程 组 (1.1) 的 常数 项 列 代 换 而 


2 ж-а { ж 式 


得 . 现在 ,前 面 关于 方程 组 (1. 1) 的 结论 就 转化 为 ; 

当 方程 组 (1. 1) 的 系数 行列 式 DÆ0 时 ,方程 组 有 惟一 解 :二 一 Di /DG 一 1,2). 
这 个 结论 就 是 著名 的 Cramer 法 则 (Cramerys rule). 

类 似 地 ,可 以 引进 三 阶 行列 式 的 定义 


#=ацазазу + аазга 十 asiazsalz Adan 一 


агазуазз—а411@з:@3. 


这 里 а,@,у=1,2,3)›5%%. 如 上 所 示 , 三 阶 行列 式 的 展开 式 为 :位 于 三 条 实 
连 线 上 的 三 个 元 的 乘积 分 别 取 正 号 ,位 于 三 条 虚 连 线 上 的 三 个 元 的 乘积 分 别 取 
负 号 . 


1 
5|=90+1+20—8—5—45= 53. 
5 


对 于 三 元 线性 方程 组 
fez +аш ха tant: =b, 


ыу 


an Tı Hanz: Han T =b, (1.2) 
азах Fant: tant =, 
与 二 元 的 情况 一 样 ,仍然 有 Cramer 法 则 成 立 : 当 方程 组 (1. 2) 的 系数 行列 式 D 天 0 
时 , 它 有 惟一 解 :z, 王 Di/D( 一 1,2,3), 其 中 D; 是 系数 行列 式 D 的 第 i 列 由 方程 
组 (1. 2) 的 常数 项 列 代 换 而 得 . 

二 、 三 阶 行列 式 的 这 种 展开 方法 不 妨 形象 地 叫做 “ 画 线 法 ” 从 以 上 的 讨论 
看 出 ,方程 组 解 的 表达 用 行列 式 描述 是 非常 清晰 且 易于 接受 的 . 自然 要 问 : 对 
于 四 元 或 四 元 以 上 的 线性 方程 组 ,还 有 没有 相应 的 Cramer 法 则 呢 ? 回答 是 肯 
定 的 .但 是 ,对 于 四 阶 或 四 阶 以 上 的 行列 式 , 却 没有 了 直观 的 “ 画 线 法 ”展开 式 
了 .为 了 引进 一 般 阶 的 (当然 也 包括 二 、 三 阶 ) 行 列 式 定义 ,我 们 需要 一 个 “ 工 
具 ” 一 一 排列 . 


本 节 所 讲 的 排列 概念 是 比较 狭义 的 . 
定义 1.1 由 前 wn 个 自然 数 1,2,…,n 所 组 成 的 一 个 有 序数 组 称 为 一 个 
级 排列 . 


第 二 节 排 ж 3 


易 知 ,所 有 不 同 的 ”级 排列 共有 zl! 个 . 

123456,654321,536241 是 三 个 不 同 的 6 级 排列 ,而 263521 却 不 是 6 级 排 
列 . 对 于 前 三 个 6 级 排列 ,可 能 你 的 直观 感受 是 不 一 样 的 , 即 后面 的 排列 不 如 前 
面 的 排列 看 起 来 “顺眼 ”. 是 什么 因素 造成 了 这 样 不 同 的 感觉 呢 ? 这 里 面 有 个 东 
西 在 作怪 , 它 就 是 “逆序 ” 

在 一 个 排列 中 , 若 有 某 两 个 位 置 上 的 一 对 数 ,大 的 排 在 前 面 , 小 的 排 在 后 面 ， 
则 这 两 个 位 置 上 的 数 就 叫做 构成 了 一 个 逆序 . 在 一 个 排列 中 ,其 所 构成 的 逆序 的 
总 和 叫做 该 排列 的 逆序 数 . 用 Gjej RR n BHEN 7а "че ВОЗ Е К. 如 
r(123456) 一 0,r(654321) 一 15,r(536241) 一 11. 

称 逆序 数 是 偶数 的 排列 为 偶 排 列 , 逆 序数 是 奇数 的 排列 为 奇 排列 . 

在 一 个 排列 中 ,把 某 两 个 位 置 上 的 元 素 互 换 位 置 的 变换 叫做 对 换 . 

定理 1.1 对 排列 做 一 次 对 换 改变 了 排列 的 奇偶 性 . 


证 设 
Айсена”, U=k+r,1Kr<n—k) а.з) 
为 一 个 nn 级 排列 .对 换 j ,ji 后 变 为 
Јаја Јата јараја 01. 4) 


我 们 要 证 明 ,排列 (1. 3) 与 (1. 4) 的 奇偶 性 正好 是 相反 的 . 

先 考虑 特殊 情况 :一 1, 即 户 与 j, 相 邻 .车 ji 与 前 一 1 个 位 置 和 后 n 一 /个 
位 置 上 的 数 构成 逆序 , 则 对 换 后 仍 构成 逆序 ; 若 不 构成 逆序 时 ,对 换 后 仍 不 构成 
逆序 .ji 也 如 此 .但 对 换 前 ,车 ji 与 j, 构成 了 逆序 , 则 对 换 后 就 不 再 构成 逆序 了 ， 
ЖАНЕ у, 与 j 不 构成 逆序 , 则 对 换 后 就 构成 了 . 综 上 ,有 

тј јаја јаја тј) таја jiijijji j) 1, 

奇偶 性 改变 了 . 由 此 , 相 邻 两 个 位 置 上 的 元 素 做 对 换 后 改变 了 奇偶 性 . 

щ r> 时 ,将 一 次 对 换 后 的 结果 分 解 成 一 系列 相 邻 位 置 上 的 对 换 来 实现 . 

即 先 将 у, 依次 与 其 后 相 邻 的 元 素 做 对 换 , 做 了 -次 后 变 为 

йге}: jet jt js} 

然后 ,再 将 ji 依次 与 其 前 面相 邻 的 元 素 做 对 换 , 做 了 ~ 一 1 次 后 即 变 为 式 (1. 4). 
如 此 这 般 , 因 共 做 了 2r 一 1 次 相 邻 位 置 上 元 素 的 对 换 , 故 改变 了 原 排列 的 奇 
偶 性 . 

推论 1 对 排列 做 奇数 次 对 换 改变 奇偶 性 ;对 排列 做 偶数 次 对 换 不 改变 奇 
偶 性 . 

推论 2 在 所 有 级 排列 中 Cn 二 1) ,奇偶 排列 的 个 数 相 等 . 

证 留 作 练习 . 

推论 3 对 于 任意 级 排列 jj…j,, 都 可 以 经 过 至 多 n 一 1 次 对 换 变 为 全 
自然 序 排列 12…n, 并 且 所 做 对 换 的 次 数 与 原 排列 有 相同 的 奇偶 性 . 


证 留 作 练习 . 
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nn 阶 (n 宇 1) 行 列 式 是 由 h 个 数 所 构成 的 含有 nn 行 n 列 的 形 如 


а а а 
аа ат '** аһ 
а а Am 
的 式 子 . 它 的 展开 式 定义 为 
ап аг ” аһ 
а аг * Arn к? 
ДА ,|= D ODR aj ay, any,» a. 5) 
: Jida ”加 
аһ аг "~" Am 


Ж јај, 是 一 个 级 排列 , 求 和 是 对 所 有 п 级 排列 进行 的 . 

有 时 将 式 (1. 5) 左 边 的 行列 式 简 记 为 |as |, ,其 中 右 下 角 的 п 表示 行列 式 的 
阶 数 .下面 对 这 个 展开 式 来 具体 地 分 析 一 下 . 

首先 ,展开 式 (1. 5) 每 项 中 的 ay, az, ay, 是 由 个 元 素 的 积 组 成 的 ,它们 
的 排 法 是 第 一 个 下 标 ( 又 叫 行 标 ) 按 自然 序 排列 ,而 第 二 个 下 标 (又 叫 列 标 ) 是 п 
级 排列 六 ja…j，. 这 说 明 , 展 开 式 中 每 项 是 取 自行 列 式 中 不 同行 .不 同 列 的 个 
元 素 的 乘积 . 又 展开 式 中 的 求 和 实际 上 是 对 列 标 不 同 的 排 法 而 进行 的 .有 一 个 п 
级 排列 就 对 应 了 展开 式 中 的 一 项 ,总 共有 п! 个 排列 ,因而 ,n 阶 行列 式 的 展开 式 中 
共有 n! 项 . 每 项 符号 的 取 法 是 由 该 项 所 对 应 的 排列 的 奇偶 性 决定 的 , 当 广 疡 … 访 
为 偶 排列 时 取 正 号 ,为 奇 排列 时 取 负 号 . 由 定理 1. 1 的 推论 2 知 , 行 列 式 展开 式 
中 , 正 负 号 的 项 数 一 样 多 , 同 为 na!/2 项 . 

读者 不 妨 对 三 阶 行列 式 ,分 别 用 定义 式 与 画 线 法 进行 展开 ,加 以 领会 . 

例 1.3 设 


ап аш аша an 
0 аг аз-1 аз 
р= 
0 0 >= armi Gri 
0 0 e 0 Gm 


这 是 一 个 主 对 角 线 ( 即 左上 角 到 右 下 角 这 条 连 线 ) 之 下 的 元 素 都 是 0 的 行列 
式 ,这 样 的 行列 式 叫做 上 三 角 ( 形 ) 行 列 式 . 下 面 我 们 来 计算 它 的 值 . 由 行列 式 展 
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开 的 定义 式 , 有 
D= У CD a,j aj, amj, а, а.в) 


由 于 该 行列 式 中 有 许多 位 置 是 零 , 因 而 展开 式 中 无 疑 将 有 一 些 项 的 值 为 零 ， 
把 这 些 值 为 零 的 项 都 去 掉 , 余 下 项 的 和 即 为 D 的 值 . 下 面 开始 选 定 可 能 的 非 零 
项 ,从 确定 排列 着 手 . 

jn 可 以 取 1,2,…,n 一 1,n 中 的 任 一 个 数 ,车 j, Жп, W ay Ж n 行 中 
前 一 1 个 位 置 上 的 某 一 个 元 素 ,无论 娜 个 ,它们 都 是 0, 从 而 av, 所 在 的 项 也 都 
是 0. 所 以 j, АЯ ҢА п ,这 时 а„ =а„. 

再 看 j -的 取 法 . 应 该 看 到 ,j,, 只 能 在 1,2,…,n 一 1 中 取 . 若 ja ЖА 1, 
2,…,n 一 2 中 的 某 一 个 元 素 , 则 ani, 就 是 第 一 1 行 中 前 一 2 个 0 中 的 一 个 ， 
这 时 它 所 在 的 项 的 值 也 都 为 0. 因而 ,j,-! 只 能 取 n 一 1, 这 时 a, ,二 an-in-1. 

这 种 取 法 归纳 地 进行 下 去 ,最 后 ,j: 只 能 取 2,3. 只 能 取 1. 

综 上 ,在 展开 式 (1. 6) 中 ,除了 12… 这 个 全 自然 序 排列 之 外 ,其 他 排列 所 对 
应 的 项 都 是 0, 全 自然 序 排列 是 偶 排列 , 故 有 

р=(—1)° 7” anaram =an anam 
即 上 三 角 行 列 式 的 值 等 于 主 对 角 线 元 素 之 积 . 
例 1.4 考虑 行列 式 


的 值 . 该 行列 式 主 对 角 线 以 外 的 元 素 都 是 零 ,这 样 的 行列 式 称 为 对 角 ( 形 ) 行 列 
式 .由 于 对 角形 行列 式 本 身 也 是 上 三 角形 的 , 故 其 值 亦 为 主 对 角 元 素 之 积 . 所 以 ， 
也 一 aas…av- 
例 1.5 考虑 行列 式 
bi 
bz 


b, 
的 值 . 寻找 在 该 行列 式 的 展开 式 中 ,可 能 的 使 所 在 项 为 非 零 的 那些 排列 . 类 似 的 
ЗТЯ, АЖЕ јој 二 n(n 一 1)…21 时 ,其 所 对 应 于 展开 式 中 的 项 
才 可 能 不 为 零 , 而 其 他 排列 所 对 应 的 项 都 为 零 . 于 是 
D=(— De Pen b, by в в С) рб, 
一 般 讲 ,按照 定义 式 (1. 5) 直 接 计算 行列 式 往往 是 不 可 能 的 (除非 低 阶 或 很 
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特殊 的 情况 ) ,这 是 因为 x 阶 行列 式 的 展开 式 有 n! 项 ,而 每 一 项 又 是 个 数 的 
乘积 . 这 样 ,计算 一 个 п 阶 行 列 式 , 仅 乘法 就 需要 做 (n 一 1)n! 次 ,而 n! 是 个 增 
大 相当 快 的 量 . 比如 10! =3 628 800 已 经 超过 300 万 了 ,而 12! 一 479 001 600 
已 超过 4 亿 . 但 是 ,10 阶 或 12 阶 行列 式 不 算 太 高 阶 行列 式 . 在 许多 实际 问题 中 ， 
我 们 可 以 有 20 阶 或 200 阶 以 上 的 行列 式 需要 计算 . 由 此 可 见 , 按 定义 式 计 算 行 
列 式 ,其 计算 量 实在 是 太 大 了 ! 

那么 ,如 何 计算 一 个 行列 式 呢 ? 一 般 来 讲 ,行列 式 的 计算 有 两 种 主要 方法 : 
一 种 是 化 简 法 , 即 在 保持 阶 数 不 变 的 情况 下 ,依据 行列 式 的 性 质 将 其 化 简 ; 另 一 
种 是 降 阶 法 ,即将 高 阶 行列 式 的 计算 问题 归结 为 低 阶 的 情况 . 在 具体 处 理 行列 式 
问题 时 ,经 常 需要 将 这 两 种 方法 有 机 地 结合 起 来 加 以 灵活 运用 . 以 下 两 节 ,我 们 
将 分 别 介 绍 这 两 种 方法 . 
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在 行列 式 的 展开 式 (1. DH, HAC DH а ay 的 确定 是 将 行 
指标 指定 为 全 自然 序 排列 ,而 后 再 对 列 指标 取 自 不 同 的 ”级 排列 ,并 根据 这 个 
级 排列 的 奇偶 性 确定 该 项 的 正 负 号 . 我 们 知道 ,该 项 中 的 诸 因子 а, 一 般 是 可 以 
交换 的 ,一 旦 将 其 现 有 顺序 “ 打 乱 ”, 重 新 随机 地 排列 成 wu аш, еа, 的 话 (其 
H iiri, Bj kikonk, 是 两 个 级 排列 ) ,那么 能 否 只 通过 这 个 排列 ,就 可 以 确 
定 该 项 是 展开 式 中 的 哪 一 项 以 及 它 应 该 带 有 的 符号 呢 ? 要 解决 这 样 的 问题 并 
不 难 ,只 需 将 诸 因 子 的 次 序 做 一 些 调整 ,使 其 再 变 回 到 行 指标 为 全 自然 序 排列 
的 情况 中 . 由 定理 1. 1 的 推论 3 知 , 通 过 调整 诸 a ,将 iiei, 经 过 对 换 恋 为 
全 自然 序 12…n 是 可 行 的 ,与 此 同时 ,名 …h 也 相应 地 作 了 对 换 , 设 它 变 为 
Т јуја ја, Вр 


а а, а тау а, "та. 
于 是 ,ann ayn "а, 在 展开 式 中 所 对 应 的 项 为 
(DRT arj, arj, am . 


由 于 诸 因 子 ws 每 调整 一 次 顺序 ,相应 地 ,两 个 n RHEA iirin Б АЁАА, 

都 同时 做 了 一 次 对 换 . 例如 , 若 前 两 个 因子 做 一 次 调整 : 
акы 4,6, 7а аа, Aih, аць аэ 

则 相应 的 两 个 级 排列 有 如 下 对 换 : 


irizis ettin >izi is "tin а ks ***kn 


根据 定理 1. 1, 在 因子 的 次 序 调 整 过 程 中 , 式 子 


一 各 
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是 一 个 不 变量 , 即 不 随 因子 次 序 的 调整 而 改变 . 于 是 有 
CD ны 


Auty Qi 7а, 
s(t 


› 
41} а2), "dw, 
= (у) ЖА 

(10) ona "ащ, , 


从 而 ,行列 式 的 展开 式 又 可 以 写成 如 下 更 一 般 的 形式 


а а аһ 
са 48 а Б а. 7) 
йа аг "~ Am 
= DD 为 级 排列 )， 
等 号 右 侧 表示 对 集合 中 所 有 元 素 求 和 . 


上 式 中 ,等 号 右 侧 的 集合 表面 上 看 有 n!en! 个 元 素 , 实 际 上 只 有 n! 个 . 另 
外 ,在 这 个 新 展开 式 中 , 行 指标 与 列 指标 地 位 是 完全 平等 的 . 但 是 注意 ,也 可 以 特 
殊 化 . 即 无 论 是 行 指标 还 是 列 指标 ,任意 固定 其 一 而 对 另 一 指标 取 遍 所 有 n 级 排 
列 进行 求 和 ,那么 该 和 式 仍 有 п! 项 ,从 而 仍 是 行列 式 的 展开 式 . 当 将 iii, 固 
定 为 12…n 时 , 式 (1.7) 就 变 成 了 式 (1.5). 从 这 个 意义 上 讲 , 展 开 式 (1.7) 是 
A. 5) 的 推广 . А Ао че, 固定 为 12…n 时 ,展开 式 (1.7) 成 为 了 


= У) (1) алатта. 01.8) 


аа аа + ат 
这 个 展开 式 是 列 指标 按 全 自然 序 排列 而 对 行 指标 的 所 有 n 级 排列 进行 求 
和 的 . 


р= |“ me| el ab 7 а 
йа аг + аһ а, ал “t Am 
称 行列 式 D” 为 D 的 转 置 行列 式 . D 可 以 看 成 是 D 的 元 素 沿 着 主 对 角 线 旋转 
180 所 得 , 亦 可 看 成 是 将 D 的 所 有 行 ( 列 ) 按 序 写成 所 有 列 ( 行 ) 所 得 ( 即 所 谓 行 列 
EH). 
性 质 1.1 行列 式 转 置 值 不 变 . 
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证 令 b 一 ax(i,j 二 1,2,…,n), 由 式 (1.8) 有 


ап аа “o am bu б» се Б 
рт |98 me 7 aef |ы Öm с ör 
аһ am … am| |ы be … bml” 
= D (= D b, ib" bn 
hah 
= У) ODR ay, drj чам, з 
ТВЕА 
这 个 结果 正 是 DD 按 展开 式 (1. 5) 展 开 的 结果 . 口 


由 性 质 1. 1 ,行列 式 中 关于 行 所 具有 的 性 质 , 列 也 同样 具有 ,反之 亦 然 . 因 
而 ,下 面 关于 行列 式 的 性 质 都 将 是 对 行 叙述 的 ,对 列 的 情况 也 同样 成 立 , 以 下 我 
们 就 不 特别 指出 了 . 

性 质 1.2 行列 式 可 以 按 行 提取 公 因子 , 即 


ап аш o an ап аш с аһ 
D=|kan kaz … kaa|=k|aa аг … а, |=kD, ,其 中 DD,=|as1,. 


ад аг = Am а аг о Am 
也 就 是 说 ,如 果 行 列 式 中 某 行 有 公 因 子 &, 则 可 以 将 从 行列 式 中 提取 
出 来. 
证 
D= $) CC DOER ay, has ) eas, 


Sk У) DID ay ay dn, 


hhii 


=&р\. 
推论 行列 式 中 某 一 行 元 素 全 为 零 时 ,其 值 为 零 . 
性 质 1.3 拆 行 相 加 性 , 即 


an ап o аһ an аз … аһ ап аг + аһ 


Жип |+ bta о) b = Ь|+а а = al 


ал аг "ам аһ ав + am| (аа аг … а 
其 中 1<i<n. 
证 将 上 面 的 三 个 行列 式 依次 分 别 记 为 D,D, 和 D;, 则 
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D= У) ODPTE a; Ы, + 6 ) "ay, 


Pe 


= Са 


À БЫА 
va 十 У) ср" ац "0, "а, 


RTR Ia 


ТАА 


性 质 1.4 行列 式 两 行 相同 值 为 零 , 即 
... а.) 
| 
ан an «6 an | 
D=|: + :|=0 (1<</<а), 
an ап с" а. | 
e] 
| 
ац аг "а, | 
其 中 а„=а„(а=1,2,+е,п). 
证 利用 展开 式 (1.7) 的 原理 及 定理 1.1 来 证 . 先 将 行 指标 固定 为 
12"…(k 一 1)LCk 十 1)…(4 一 DkR(L 十 1)…n( 该 排列 是 全 自然 序 排列 12…n 之 第 
与 第 1 个 元 素 对 换 所 得 ) ,而 后 对 列 指标 的 所 有 不 同 排列 求 和 ,于 是 有 


ЕЛ а + э ЕЯ . 

= У) CD аз ay, аы ам, 
Г 

рн РЕ 

= > (—1) ац, "аы, ау "ам, 


所 以 ,D=0. 
性 质 1.5 行列 式 两 行 成 比例 值 为 零 , 即 


а аш ** ам 


аа аг а |а 
р= | : { } =0 (1<г<у<л). 
Ваа kaz … kan|< 第 j 行 


ам аз аы 


证 利用 性 质 1. 2 和 性 质 1. 4 即 得 . 
性 质 1.6 行列 式 某 行 的 倍数 加 到 另 一 行 值 不 变 , 即 


10 ж-ж пя Ж 


ап аг аһ а аг а 
ап аг а ал аг а, 
RIS : ї 3 (153). 
ал ар * аы kaa tan аг аз kan 十 am 
аа ln č * Am аа аш am 
证 利用 性 质 1.3 和 性 质 1. 5 即 得 . 
性 质 1.7 行列 式 两 行 互 换 值 反 号 , 即 
ап аш '* аһ ап аш аһ 
аа аа an an ар аһ 
i | = 一 (153). 
аһ а; аһ аа авг а 
а аг * аы аһ аг č * Am 
E 记 上 式 左边 的 行列 式 为 D, 右 边 的 为 D, FERE р= D. 反复 
利用 性 质 1.6, 有 
ап аг * аһ an аг аһ 
аа аг an аа ав an 
D= Рр” H 和 
ад ар аһ 一 aa 十 oil 一 az 十 aiz -aa tan 
аһ ањ Am а аг am 
an an kii Ain а аг а 
ап ар аһ ал ат аһ 
一 aa 十 ai 一 az 十 aiz an 十 an аа ав аһ 
ал аг аы аа ам Am 
== =- [. 口 


以 上 介绍 了 行列 式 的 七 个 基本 性 质 ,它们 对 于 计算 、 分 析 行列 式 是 很 有 帮助 
的 .理论 上 ,只 需要 人 性质 1. 6 和 人 性质 1.7 就 完全 可 以 具体 地 化 简 行列 式 而 求 
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йт. 
例如 ,考虑 计算 行列 式 : 

ај а а 

р-|= == anl, 

йа аг с" | 


先 看 第 1 列 中 的 元 素 . 若 它们 都 为 零 , 由 性 质 1. 2 的 推论 ,D=0; 若 不 都 为 
零 , 则 至 多 用 一 次 性 质 1. 7 就 可 以 将 行列 式 中 第 1 行 .第 1 列 (1,1) 位 置 上 的 元 
素 化 为 非 零 元 ,此 时 行列 式 至 多 改变 一 次 符号 . 因而 , 现 不 妨 设 aa 天 0, 那 么 只 要 


将 第 一 行 的 (一 各 ) 倍 加 到 第 i 行 (i 一 2,3,…,zD ,就 可 以 将 an 下 面 的 所 有 元 素 
都 化 为 了 0, 由 行列 式 性 质 1. 6, 有 


ап аг ”aln 
0 а + аз 

D=( 一 D)"| |, 7 "| ,o=0 或 1. 
0 ам + а 


再 看 第 2 列 中 下 n 一 1 个 元 素 . 若 它们 都 为 零 , 应 用 一 次 性 质 1. 6, 借助 于 
ou 天 0, 可 以 将 第 2 列 化 为 零 , 于 是 D=0; 若 它们 不 都 为 零 ,与 第 1 列 的 讨论 一 
样 ,至 多 用 一 次 性 质 1. 7, 总 可 以 使 (2,2) 这 个 位 置 上 的 元 素 非 零 , 而 后 利用 性 质 
1.6, 将 其 下 方 的 元 素 全 化 为 零 . 这 种 方法 继续 下 去 ,最 终结 果 或 者 是 D 一 0, 或 者 
是 将 DD 化 为 了 上 三 角形 行列 式 ,而 上 三 角 行列 式 的 值 就 是 主 对 角 元 素 之 积 , 从 
而 ,行列 式 D 的 值 即 可 求 出 . 

当然 ,鉴于 性 质 1. 7 可 以 由 性 质 1. 6 得 到 这 一 事实 ( 见 性 质 1.7 的 证 明 ) ,我 
们 可 以 更 简单 地 认为 :理论 上 , 任 一 行列 式 的 计算 问题 都 可 以 由 性 质 1. 6 解决 . 

但 是 ,在 具体 求解 行列 式 问题 时 ,需要 针对 行列 式 的 不 同 特点 而 采取 不 同 的 
方法 ,需要 灵活 运用 行列 式 的 性 质 . 


例 1.6 求 行列 式 
а b b 
b a b 
В |е 
b b ~ ajas 


的 值 . 该 行列 式 的 特点 是 : 主 对 角 线 上 的 元 素 都 相等 , 主 对 角 线 之 外 的 元 素 也 都 
相等 . 从 第 2 列 起 ,将 每 列 加 到 第 1 列 ( 性 质 1. 6) ,然后 再 将 第 1 行 的 (一 1) 倍 加 
到 其 他 各 行 (性 质 1. 6), 有 
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a+(n—1)b b b a+(n—1)b b e b 
р= ET emb а eee b = 0 аср e. 9 ， 
2 十 (一 1)5 b = aj. 0 0 «е а. 


上 式 第 二 个 行列 式 是 上 三 角形 的 , 故 最 后 
D=[a+(n—=1)b] a=b)". 


例 1.7 设 行列 式 D= lasl, п МА, Н а = а, G j=l, 2, 


п). Ж D 的 值 . 
易 知 , 主 对 角 线 上 元 素 а, 一 0(i 二 1,2,…,n), 故 


0 ағ аз а, 
一 az 0 аз се ам 
р= | 一 aa —аз 0 
—аһ 一 au 一 ao … 0 
将 该 行列 式 每 行 提取 公 因 子 (一 1)( 性 质 1. 2), 然 后 再 转 置 (性 质 1. DA 
0 —аӊ —аз 一 Gu 0 aa è an … аһ 
аз 0 =. ••• —аһ 一 az 0 аз аз 
D=(>D" |an an 0 ++ 一 au | =— | 一 an as 0 а | =—D. 
а, ам ам 0 一 an 一 ou 一 Go 0 
从 而 ,D=0. 
第 五 节 展开 定理 
本 节 讨 论 计 算 行列 式 的 降 阶 法 . 
考虑 行列 式 的 展开 式 : 
ап аг a 
D=| =“ j= р ЕЛУ 


аа аа + am 

我 们 知道 ,展开 式 每 一 项 都 是 由 取 自 行列 式 中 不 同行 不 同 列 的 ”个 元 素 的 

乘积 构成 的 ,其 中 每 一 行 都 必 取 且 只 取 一 个 元 素 . 这 样 ,在 п! 个 项 中 ,如 果 将 含 

有 因子 aa 的 项 合并 到 一 起 ,并 提取 公 因 子 ал ,将 含有 因子 az 的 项 合并 到 一 起 ， 
并 提取 公 因 子 aa,…, 于 是 Р 的 展开 式 就 可 以 重新 写成 如 下 形式 
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D=a; Ba taz Be + +anBin s (1.9) 
其 中 每 В, 是 提取 ax 后 剩 下 的 那些 项 的 和 ,因而 B; 中 不 再 含有 D 的 第 i 行 的 元 
素 了 .分 析 知 ,每 B; 应 该 是 (n 一 1)! 个 项 的 和 ,而 每 项 又 是 由 ”一 1 个 因子 的 积 
构成 的 ,那么 ,By 到底 是 什么 呢 ? 一 旦 搞 清楚 了 这 个 问题 ,我 们 就 可 以 得 到 一 个 
新 的 行列 式 展开 形式 (1. DT. 
在 行列 式 D 中 , 选 定 某 一 个 位 置 ,如 第 i 行 、 第 j 列 位 置 (i,7) 后 , 划 掉 (i,j) 
所 在 的 行 与 列 , 剩 下 的 n 一 1 个 行 .n 一 1 个 列 元 素 正好 构成 了 一 个 一 1 阶 行列 
式 , 记 为 AM , 称 其 为 行列 式 Р 的 (i,j) 位 置 的 余子 式 ( 也 经 常 称 为 (i,j) 位 置 上 的 
元 素 ww 的 余子 式 ). 称 As 王 (一 DM 为 (i, 站 位 置 的 代数 余子 式 ( 也 经 常 称 为 
С.О ЕЖ a 的 代数 余子 式 ). 注意 ,Ms ИЖА, 都 与 ay 的 值 没有 关系 . 
例 1.8 在 行列 式 


о 2 0 | 
pl -1 2 
0 1 4 —2 
з о 5 9 
12 0 
中 ,位 置 (1,2),(1,4) 及 (3,3) 的 余子 式 分 别 为 Mi:= |0 4 —2|, Mu = 
3 5 9 
1 —12 о 2 3] 
0 1 4,М.= |1 —1 0|, 而 相应 的 代数 余子 式 分 别 为 As = 
КЖ. 3 0 9 
1 2 0 1 -1 2 
(—1)'##М„=— |0 4 —2|, А = (1) М, = – |0 1 4|,A;= 
з 5 9 з 0 5 
0 2 3 
(一 Ds+sM: 一 |1 一 1 oj. 
з о 9 
5188 1.2 
а а1„-1 а 
Е ап + ama 
а,-1 t Qnin- Qnin н | 
0 т: 0 1 аһ-ї “” Qu-ln-1 


证 左边 = D) CD ay dei, an, 


ЕТА 


Ë „зеп, Й ay, =0. 当 记 一 时 ,av 一 1. 于 是 
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左边 = У) с)” ауа му l= У) ODAR ааз, час, 


二 右边. 
现在 求 式 (1. 9) 中 的 Bi .在 式 (1.9) 中 , 令 as =l, aa 二 0(k 关 让, 则 有 
а а аһ 
а-у Qi 一 Qi 一 im 
B;=| 0 1 0 
ажи ауу а 
адр йй! АА 
先 将 第 i 行 与 相 邻 的 下 一 行 ( 即 第 i 十 1 行 ) 互 换 后 , 紧 接着 ,再 与 其 相 邻 下 一 行 
( 即 第 iT2 行 ) 互 换 ,……, 如 此 做 下 去 ,每 一 次 都 是 与 相 邻 下 一 行 做 互 换 ,直到 将 


原 第 i 行 变 到 了 最 后 一 行 ,而 其 下 面 的 所 有 n 一 i 个 行 都 同时 向 上 位 移 了 一 行为 止 . 
由 于 两 行 互 换 值 反 号, 共 做 了 n 一 i 次 这 样 的 互 换 , 故 有 


an a ау ауы "9 а 
an ”aryl Qi- ун ?din 
B;=(—1) афи ar афу анын … аа |. 
аа °> ад ay üy *# am 
0 е 0 1 0 = 0 
与 行 的 做 法 相同 , 现 将 上 式 中 的 第 j 列 与 相 邻 后 一 列 ( 第 j 十 1 列 ) 互 换 , 然 
后 再 与 相 邻 后 一 列 互 换 ，…… ,直到 将 原来 的 第 7 列 在 作 了 ?一 7 次 这 样 相 邻 互 


换 变换 后 , 变 到 了 第 nn 列 ,而 其 后 一 j 个 列 都 同时 向 左 移动 了 一 列 为 止 . 于 是 
又 有 


аа … av- ауы а, ау 


Qin "9 Gl Gt ar айыу 
By=(—D" e (Di ац ++ ану анана "аы @ну|. 
айз *° Qy- айа с аһ а 
0 s 0 0 +0 1 
注意 到 ,在 这 个 行列 式 中 ,由 前 ”一 1 个 行 与 前 л—1 个 列 的 元 素 所 构成 的 
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2 一 1 阶 行列 式 ( 即 左上 角 的 n 一 1 阶 子 式 ) 正 是 原 行列 式 DD 的 (i, 力 位 置 的 余子 式 


A ,由 引 理 1. 2, 有 
В, =(— 1)" M; =(—1)™M; =A; > 


即 By REG у) {у ЖК Жс Р. 于 是 我 们 得 到 了 如 下 行列 式 的 一 个 展开 


EH: 
定理 1. 3( 按 行 展 开 定理 ) 行列 式 的 值 等 于 任意 选 定 一 行 的 元 素 与 该 行 的 


代数 余子 式 对 应 乘积 和 , 即 


а ar + аһ 
D=|ar аг … а„|=ааАа HagAz tetan An = УјаА Оі). 

МА: Ё f 

йа Am ** Am 

注意 下 列 事实 : 设 D= |а, |, ,不 妨 设 i<j, 应 用 定理 1.3 有 
an зен ам 

В аа an 

D arAn 一 an4n БаАр + Ба,А, = | i| =0, 

к аа с а. | 一 第 j 行 
ам "am 


即行 列 式 某 一 行 的 元 素 与 另 一 行 的 代数 余子 式 对 应 乘积 和 为 零 . 于 是 定理 1.3 
可 以 推广 为 
推论 1 设 行列 式 D= |а, ln W 
мА, = ааАл +агАр +++ Ба,А, = D e ду, 
A 
_ 11, 当 ;一 时， 
НИЧ 
以 上 对 行 的 结果 可 以 自然 地 对 列 描述 如 下 : 
推论 2 D= |a; ln W 
Уа, = аА, аА H +H aA = Р ду. 
展开 定理 1 3 对 于 一 些 特殊 的 行列 式 ,比如 某 一 行 含有 较 多 的 0, 确 能 起 到 


简化 计算 的 作用 . 另外 ,利用 展开 定理 也 可 以 将 某 些 相 对 复杂 的 n 阶 行列 式 的 计 


算 问 题 转化 为 较 简 单 的 求 数列 第 n 项 的 问题 . 
例 1.9 考虑 例 1. 8 中 的 行列 式 Р. 因为 它 是 4 阶 的 ,所 以 不 能 用 画 线 法 展 


称 为 Kronecker 符号 . 
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开 .下面 我 们 应 用 展开 定理 1. 3 将 行列 式 D 按 第 1 行 展开 


| с К Š 12 0] 1—12 
р= =?А„+3А„=—2|0 4 —2|—3|0 1 4|=—29. 
0 1 4—2 
3 5 9 #-^0.:$ 
3 0 5 9 
例 1.10 设 n 阶 行列 式 为 
2 | 
Ty 
D,= 1 . 
2 1 
1 21, 


该 行列 式 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 2, 沿 主 对 角 线 上 、 下 两 条 斜 线 上 的 元 素 全 是 1， 
其 余 位 置 上 的 元 素 都 是 0. 将 D, 按 第 1 行 展开 ,有 
也 ,一 2。AM 一 1。Mi:. 
注意 到 М. =D, WRH Mi: 按 第 1 列 展开 后 立即 有 М; = D,-:. 于 是 我 们 
得 到 了 一 个 递 推 公式 
D. =2D,-1— 0,3. 
现在 ,我 们 转 而 考虑 数列 {D,). 由 D, 一 D,-: 一 D,- 一 D,-: 可 知 ,该 数列 是 
一 个 等 差 数列 ,公差 为 D, 一 D, 二 3 一 2 二 1, 首 项 为 D 一 2, 从 而 第 ”项 D, =n+1. 
该 题 的 求解 过 程 是 有 趣 的 , 它 将 行列 式 的 计算 划 归 为 了 简单 的 数列 项 的 


计算 . 
例 1.11 证 明 Vandermonde 行 列 式 
1 1 1з 1 
а а аз а, 
р,=| а а а? а |= [[ «а-а. 
14%и 
а аг! а с а! 


证 应 用 数学 归纳 法 ,对 阶 数 ”归纳 . 
11 
кы = а; 一 ,结论 成 立 . 现 假设 结论 对 ”一 1 阶 的 
Vandermonde 行列 式 成 立 , 我 们 再 来 看 n 阶 的 情况 . 

从 第 = 行 作 起 ,每 行 都 减 去 相 邻 上 一 行 的 倍 ,直至 作 到 第 2 行 减 去 第 1 
行 的 a 倍 为 止 , 共 对 D, ET п—1 次 这 种 变换 . 利用 行列 式 的 性 质 、 展 开 定理 及 
归纳 假设 ,有 


当 n=2 ił, D: = 
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1 1 1 1 
0 а,—а\ аз —а а, —а 
2 2 
D, = |0 а — ааг 57—443 а, аа, 
"2 руга РЕ 
0 а; —аа; аз ааз а аа, 
1 1 1 1 
аз аз а а, 
2 2 2 2 
= (а; —а) (аз — a)" (а, — a) | az аз а та, 
-2 m- п-2 а—2 
а >< - а 
= (а; — а) las — a1) lan — a1) I ‹а—а) = П (а; — а;). 
2<i<j<m т<" 


定理 1. 3 是 按 一 行 展开 的 展开 定理 ,能 否 按 若 干 个 行 展开 呢 ? 答案 是 肯定 
的 ,这 就 是 下 面 将 要 简单 介绍 的 Laplace 展开 定理 . 


设 ” 阶 行列 式 
an аш аһ 
р=|" н" аһ 
айа аг е Am 


在 行列 式 D PRE k NI: it ioe О о С Фа); 
HRE k PAP jo jono W р јо јо п). 位 于 这 些 取 定 
的 行 、 列 交叉 点 上 的 元 素 共有 k 个 ,保持 它们 彼此 之 间 相 互 位 置 关系 不 变 而 构 
成 的 一 个 上 阶 行列 式 记 为 М ,该 行列 式 称 为 D 的 一 个 k 阶 子 式 .行列 式 D 中 去 
掉 刚刚 取 定 的 & 个 行 及 & 个 列 , 余 下 的 n 一 k 个 行 与 n 一 k 个 列 上 的 元 素 保持 彼 
此 相互 位 置 关 系 不 变 而 构成 的 n 一 k 阶 行列 式 M 叫做 N 的 余子 式 ,而 A= 
сб R h tht =H MEH N 的 代数 余子 式 . 


例 1.12 设 行列 式 

12 34 

5 678 

р= , 

0—1 0 4 

jlo 1 оз 

则 由 第 1,3 两 行 构成 的 所 有 二 阶 子 式 共有 6 个 ,分 别 为 

| , 3 , | 
N= 4 一 "一 , 
你 0 0 0 4 
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2 3з 2 4 3 4 
N= sNs= Ne 一 
—1 0 一 1 4 0 4 
它们 对 应 的 代数 余子 式 分 别 为 
7 8 6 
Dtars 22 ‚А, (уана 
2020 0 3 о 二 人 1 
6 7 6 7 5 
人 一 (一 Darorate |--| |с 
10 10 
5 1] |5 7 
—(—цуе+ә+е+о 1; ,AL 一 (二 Da+rarero 
а, o о| [о 01" 0 


5 6 


8] 16 8 
ан sl 
8] |5 8 
站 =- |. 
__|5 6 
и | 


定理 1. 4(Laplace 展开 定理 ) 若 在 n 阶 行列 式 D 中 选 定 & 个 行 (1 委 4<< 
7) , 则 行列 式 D 的 值 等 于 由 这 个 行 产 生 的 所 有 阶 子 式 与 它们 相应 的 代数 余 


子 式 对 应 乘积 和 . 


n MITAR PRE k 个 行 后 ,由 这 个 行 构成 的 所 有 阶 子 式 应 该 有 C= 
2р1 рт 那么 ,n 阶 行列 式 按 Laplace ЖЕЛШ үстер G-p ПМ 
& 一 1 或 上 一 2 一 1 时 ,其 展开 式 有 ?项 ,此 时 就 是 定理 1. 3 的 按 一 行 展开 的 情况 ， 


故 Laplace 展开 定理 是 定理 1. 3 的 推广 . 


例 1.13 现在 用 Laplace 展开 定理 计算 例 1. 12 中 的 行列 式 ,仍然 按 第 1,3 


行 展开 ,有 
1 з 4 
5 6 78 д, 
D= = МА; =— 56. 
0 一 1 0 4 > 
от оз 
当然 ,如 果 按 第 3,4 行 展 开 , 计 算 量 可 以 减 小 : 
1 2 3 4 
p-l5 6 7 81-1 хере 1 
9 =1 0 4 1 3 
0 1 03 
例 1.14 证 明 行列 式 的 乘法 公式 
an аш * аһ bu be + bun Cu Ciz 
аа an с am| |ба b =t бы] |с сї 
аал ав + am ba бы … ba Сы Сш 


其 中 必 = Уа (4,)=1,2,+®›л). 


1 


Cm 
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证 将 上 面 三 个 行列 式 分 别 记 为 Di ,D: ,D:. 考虑 如 下 行列 式 : 
аа аг с" а 0 0 … 0 


аһ ав … а, 0 


am аш …m am 0 0 … 0 


0 0 oe 1 ba ba с bm 
由 Laplace 展开 定理 ,有 D=D, р». 
现 对 DD 做 如 下 变换 : 先 将 第 nn 十 1,n 十 2,…,n 十 nn 行 分 别 乘 以 an sa s san FDN 
到 第 1 行 ,然后 再 将 第 nn 十 1,n 十 2,…,n 十 n 行 分 别 乘 以 an ,az ,…,ax 后 加 到 第 2 


行 ,……, 如 此 下 去 ,最 后 将 第 十 1,n 十 2,…,n 十 n 行 分 别 乘 以 an ;aw，,…,am 后 加 到 
第 n 行 .由 性 质 1.6 知 ,行列 式 的 值 不 变 ,于 是 有 
0 0 з O си сї cm 


0 0 œ 0 Gc са cs 


0 0 Сы Сш Cm 
D= ` 
1; 0 bu bz bin 
О 1 bn bz bon 
0 0 一 1 bm бы bm 
将 其 按 前 4 行 展开 ,有 
| 一 1 
==] 


р =D; • (1) 


ъан 


=р,• (1) 1) 
=р,. 
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在 本 章 之 初 ,我 们 就 介绍 了 关于 二 、 三 元 线性 方程 组 的 Cramer 法 则 ,本 节 
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将 给 出 一 般 元 线性 方程 组 的 Cramer 法 则 . 
设 nn 元 线性 方程 组 为 
ап Кат 9 Баа, =b > 


an ху ах + Бах, =, (1.10) 


аах Багт + Бах, =, 
则 其 系数 行列 式 为 


а аг ** аһ 


аз аљ "~" а, | 


ад аг б Am 
若 将 系数 行列 式 D 中 的 第 i 列 去 掉 换 成 方程 组 的 常数 项 列 5 ,5b,，…,b,, 就 
得 到 了 一 个 新 的 行列 式 记 为 D,. 显然 有 


b аг а, an b а, 
b an … an an b с аһ 

D,= ,D,= А сө 
b am … am am bn + am 


an аш + b 


an an + b 


ал bn s.. bn 
定理 1.5(Cramer ЕЙ) 若 线性 方程 组 (1. 10) 的 系数 行列 式 D 取 0, 则 该 广 
程 组 有 惟一 解 : 
Ti=D/D (i=1,2,.…,n). 
证 此 定理 的 证 明 需 要 分 为 两 部 分 :一 是 解 的 存在 性 ,二 是 解 的 惟一 性 . 
存在 性 ” 先 构造 一 个 值 为 零 的 如 下 n+l 阶 行列 式 


bi an аг ощ о аһ 
b ап аш 和 а е аһ 
Б =0 (1<г<л). (1.11) 
b an аг а; an 
b аа аш … ay * а 


将 上 式 左 边 的 行列 式 按 第 一 行 展开 ,共有 zx 十 1 项 . 显然 ,(1,1) 及 (1,2) 位 置 的 
代数 余子 式 分 别 为 DD 及 一 Di. 将 (1,3) 位 置 上 的 代数 余子 式 中 的 第 1,2 两 列 互 换 
后 得 其 值 为 一 D,. 再 看 一 般 位 置 (1,j 十 1) ,该 位 置 的 代数 余子 式 为 
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ban jl ауы) с" аһ 
а+а+р 
Au 一 (一 1) "| аа … аі а ** а, |, 
b aa o бу-у Gya * Ga 


将 第 1 列 依次 与 它 相 邻 的 后 一 列 互 换 ,直到 将 它 变 到 第 7 列 为 止 ,这 时 行列 式 变 成 
了 也 ,又 共 作 了 7 一 1 次 的 两 列 互 换 , 因 而 有 
Ауа =(—1)!'**?7.(—1)71р,=—[,, 
于 是 ,由 式 (1.11) 有 
bD—aa D, ~az D; 一 … 一 arDi) 一 … 一 axD,=0 (1<i<n). 
注意 D 尖 0, 整 理 得 
an Pitan е+ 


说 明 Di/D,D;/D,…,D,/D 确 是 方程 组 (1. 10) 的 解 . 
惟一 性 ” 设 世 = 省 (=1,2,…,z) 是 方程 组 的 解 , 则 


р, D; З 
рі" Т=ту7®% Оі), 


а.а, =b an … аһ 
andı ав … an| УР 
ар= а са ЕШ з = Уа, = 6 аш … аһ 


andi ав + ал 


Уай, = аа = an 
= 


在 这 里 ,对 第 一 个 行列 式 作 了 如 下 变换 :从 第 2 列 开始 ,将 第 i 列 的 а, 倍加 到 第 1 
列 (i 一 2,3,…,7)，, 而 后 就 得 到 了 第 二 个 行列 式 . 于 是 ,di = Di/D. 同 理 可 得 d, = 
D;/D,*,d,=D,/D. 

例 1.15 设 线性 方程 组 


т + nt л, =1, 
ж +20 + җ— u =8, 
22 = юв 一 3z, 一 3， 


За + 3m 十 5л; 一 6n 一 5. 
该 方程 组 的 系数 行列 式 D 以 及 Di ,D: ,D; 和 Р, 分 别 为 


1110 et i -@ 
1 2 1 -1 821-1 

р= =, D= 一 24， 
2—1 人 一 9 一 1 0 一 3 
3 3 5 —6 5 3 5 —6 
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К ЫЕ) т\з. 27.50 

181—1 1 2 一 1 
D,= =120, D= =—120, 
? j2 3 0 —3 > j2 -1 3 —3 

3 5 5 —6 з 3 5 —6 

рар. 

2 
р,= =—48. 

2 -1 0 3 

зз 565 


由 于 050,07. 
ж =D, /Р=1,х =, /Р==5,ху =, /Р=—5»,х, =D,/D=—2. 
若 线 性 方程 组 (1. 10) 的 常数 项 全 为 零 , 即 
апа Баглаа, =0, 
апал азл + Ба, =0, ЕРА 


ал Багт + Баъ, =0, 

则 称 该 方程 组 为 齐 次 线性 方程 组 . 

齐 次 线性 方程 组 总 有 解 , 因 为 将 zx =0,л, 二 0,…,z, =0 代 人 到 方程 组 (1. 12) 
时 满足 方程 , 称 这 样 的 解 为 方程 组 的 零 解 . 由 Cramer 法 则 , 即 得 

推论 ” 当 齐 次 线性 方程 组 (1. 12) 的 系数 行列 式 不 为 零 时 ,方程 组 只 有 零 解 . 

Cramer 法 则 只 适用 于 系数 能 构成 行列 式 , 且 行列 式 又 不 等 于 零 的 那些 线性 方 
程 组 ,至 于 更 一 般 的 线性 方程 组 的 求解 问题 将 在 第 四 章 里 给 予 彻 底 的 讨论 . 值得 注 
意 的 是 ,应 用 Cramer 法 则 求解 元 线性 方程 组 (1. 10) 时 ,因为 涉及 行列 式 的 计算 
问题 , 即 需要 计算 "十 1 个 n 阶 行列 式 的 值 ,这 样 , 随 着 的 增 大 ,求解 的 计算 量 是 
相当 大 的 . 较 之 实用 性 ,Cramer 法 则 在 理论 上 更 有 用 . 


习题 A 
1. 用 画 线 法 计算 下 列 行列 式 
РБ? 123 abc 146 
ofi ofis sh @fea эһ wfo z sl 
Taa bca 0 0 3 


2. 计算 下 列 排列 的 逆序 数 

(1) 352 14; (2) 123-+(и—1)л; (3) я(п—1)---321; (4) 135...(2n—1)246°..(2n). 

3. 在 所 有 = 级 排列 中 , 试 找 出 逆序 数 为 最 小 和 最 大 的 排列 ,这 样 的 排列 是 否 惟一 ?又 逆序 
数 介 于 它们 之 间 的 排列 是 否 惟一 ? 

4. 选择 i,j 使 
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(1) 125i86j94 为 奇 排列 ; (2) 613 57ij48 为 偶 排列 . 

5. 在 四 阶 行列 式 D= |as |, 的 展开 式 中 ,(1) 确定 含有 因子 auas 的 项 ;(2) 确 定 带 负 号 并 
含有 因子 an 的 项 . 

6. 证 明 : 若 一 个 =” 阶 行列 式 中 等 于 零 的 元 素 个 数 大 于 到 一 ” 则 此 行列 式 值 为 零 ， 

т. 用 行列 式 定义 计算 下 列 n 阶 行列 式 

a) 


ап ап аһ 
s $ 
а,-11 8-1,2 
а 
该 行列 式 次 对 角 线 以 下 都 是 0. 
D 
0 1 0 0 
o o 2 o 
0 0 0 п—1 
п о o o 
8. 计算 下 列 行列 式 
а с с сар рас бае 
|а E а |, O) | bd -cd ае |, 
b b cta bf су 一 ef 
тг Fri л ОА 
СБа оја ааа 
а аз а аз а а а а 
а а а а а а а а 
9. 证 明 下 列 等 式 
abbo cado 
GD |е 0 #|-+юв—-а» w |t 4 *|—о, 
aabb acbd 
bb ba caba 
а +ka: tla; artma; аз а а а, 
(3) |+ ьт һ|=|ьһ b b 
а+а+а atm al |а œ a 


10. 按 第 三 行 展开 行列 式 , 并 计算 其 值 


24 


п. 计算 下 列 行列 式 


1 za а се ал 1 
0 а = а e am 1 
0 а а ох ал 1 
ИЕ о | ё 3 е? 
0 а аа с 1 
а |, а аа = а 1 
а b 
3 a b 
3 5. 2 
3 ab 
А w 
3 с 
п с а 
А а! 
о о 
о о 
Бр анаи Ба ааа, 
= -1l 
а х+а 
1 
i А 
[= ааа (1+ У) 2) (аааз а, % 0). 
: = 
+a, 
"e 
а! 
а =0, 
а! 


а 0 0 … 
оа 0 w 
о 0 а ~ 
$ o | 
0 0 0 з 
1 0 0 з 
WE e E 
зз 8% 3 
‹з› 
| 28-24 
зз 3 3 
12. 证 明 
Cs 
0 z -1l 
о |+ Н Н 
0 0 0 
а, ау ае 
1+а 1 
1+а 
(2) й 
1 
13. 解 下 列 方程 式 
1 z з? 
1 a а 
Ф |1 a è 
1 а а, 
其 中 a ,as，… ,a 1 为 互 不 相同 的 数 ; 
1 1 1 
1 1-= 1 
@ [1 1 2-z 
1 1 1 


14. 利用 Laplace 展开 定理 计算 


320000 
3002 430000 
0340 002100 
а› ; (2) Я 
4003 003200 
0560 000032 
000054 
15. 解 下 列 方程 组 
z+ y+ z=1, 
(1) 4 ar+ by+ cz=d, 
artë ytez=d, 
其 中 a,b,c 为 互 不 相同 的 数 ; 
z+ z+ 5n + In =14, 
р )39 T 5e + Та + n =o, 
5n + 7 + n + 3л, 
Ta + n + Заз + 5n 
J ж B 
L йй" 为 一 个 级 排列 , 求 
tije jaj ја о» 
这 里 r(。) 表 示 排 列 的 逆序 数 . 
2. 设 级 行列 式 D= |а, 1, Ж 
aa 
У an, ay e Re, 
A :| 
а ам, а, | 


HP лл 
3. 证 明 : 


ant) anle) 


а [20 
dl 


an (t) 
аг (0) 


ал (t) 


4 计算 n 阶 行列 式 


Ж 为 n 级 排列 , 求 和 对 所 有 nn 级 排列 进行 . 


an (ә а (t) 
а.0 | В 
arn (t) d d 
p=: È ао geL 
„Ф| : 
ал (t) an (t) 


ain (t) 
danol. 


dt 


am (t) 
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1 1 1 
a а а, 
а еле 
а а е аг? 
а а а 
5. 计算 行列 式 
1 2 
2 3 
DO = n ntl 
п+2 п+3 
4 5 
3 41 
6. 行列 式 
са, а а а,-1 
Р, = | can-ı са, а аз |. 
оп еы оң a 
称 为 n 阶 < 轮换 行列 式 .证 明 , 当 сого 时 
D, = f(x) f(r) f(x,), 


其 中 Ла) = Dama, W a saran X =c hy n В. 


— 
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和 矩阵 的 思想 在 数学 史上 早已 有 之 ,但 真正 答 阵 概念 的 出 现 较 之 行列 式 要 晚 . 
历史 上 最 早 提出 矩阵 概念 的 动机 是 为 了 研究 行列 式 . 矩阵 和 线性 方程 组 ,于 
1850 年 和 1855 年 分 别 由 Sylvester 和 Cayley 两 位 数学 家 先后 提出 . 今天 , 甜 阵 
论 已 经 发 展 成 为 了 一 门 重要 的 数学 分 支 , 同 时 在 许多 领域 有 着 广泛 的 应 用 . 从 某 
种 意义 上 讲 , 矩 阵 是 线性 代数 的 “灵魂 ” 


第 一 节 矩阵 的 概念 及 其 基本 运算 


由 m。n 个 元 素 排 列 成 的 具有 m 个 行 ， 个 列 的 矩形 阵列 ， 


ап аш а, 
а аљ * аһ 
аы аа + а 
称 为 矩阵 . 为 了 体现 整体 性 ,一般 用 圆 括号 或 方 括号 将 其 括 起 来 而 表示 为 
ап аг * аһ ап аг è * аһ 
a=] an УЧЕ an а 


Ami аг yer аы а аг не йы 

HFEA т Моп К, БЕБЕК A 为 m Xn ЕЕ. 上 面 的 矩阵 也 可 以 
ја А (ау). 注意 矩阵 4 的 第 i 行 .第 j 列 位 置 (i,j) 上 的 元 素 ay 的 
两 个 下 标的 写法 ,i 表示 行 标 ,j 表示 列 标 . 

矩阵 与 行列 式 在 本 质 上 是 不 相同 的 两 个 概念 . 矩阵 可 以 理解 为 “ 数 表 ”, 它 不 
是 一 个 数值 (除了 1X1 阶 矩 阵 可 以 认同 为 数值 外 ) ,而 行列 式 却 是 一 个 地 地 道道 
的 数值 . 

元 素 全 是 实数 的 矩阵 称 为 实 矩 阵 . 本 书 主要 讨论 实 和 矩阵 . 

下 面 引 进 关 于 矩阵 的 基本 概念 和 运算 . 


一 、 相 等 
WER 4 一 (ay )xo,B 一 (bw ),x:, 称 4 与 也 相等 , 记 为 4 一 了 , 若 有 


n 
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m=s,n=t H а;=б(ї=1,2,+=,тзў=1,2›+е,п). 
概括 地 讲 , 矩 阵 相等 就 是 两 个 矩阵 完全 一 样 , 即 阶 数 相同 且 对 应 位 置 元 素 
相等 . 


二 、 加 法 


设 А=(а„)„х„,В= (Б, )„х„. УЙ cy ау Hby (i=1,2,° sm; j=1,2, n), 
称 矩 阵 C= (cy )。x* 为 矩阵 4 УВ 的 和 , 记 C=A 十 B. 

注意 ,并 不 是 任意 两 个 矩阵 都 能 做 加 法 ,只 有 同样 阶 数 的 两 个 矩阵 才 可 加 . 
阶 数 相同 的 两 个 矩阵 相 加 ,就 是 对 应 位 置 上 的 元 素 相 加 而 矩阵 阶 数 不 变 . 

例 2.1 设 

К. ЖЕ. 2 0 3 3 2 6 
а-(, 一 1 路 a=( 1 HE йл+в=( 0 a) 

元 素 全 为 零 的 矩阵 称 为 零 矩阵 , 记 为 0. 需要 注意 的 是 ,由 于 存在 着 阶 数 的 
差异 ,并 不 是 任意 两 个 零 矩阵 都 相等 . 

А (а) „ЕС а) JI A 的 负 和 矩阵 , 记 一 4= (ау). А 0 
负 和 矩阵 就 是 将 4 的 所 有 位 置 上 的 元 索 都 取 为 负 值 所 得 . 

借助 于 负 和 矩阵 的 概念 可 以 定义 矩阵 的 减法 , 即 

B—A=B+(—4A). 

由 该 定义 式 知 , 只 有 阶 数 相同 的 两 个 矩阵 才能 做 减法 ,矩阵 相 减 就 是 对 应 位 
置 上 的 两 个 元 素 相 减 而 矩阵 阶 数 不 变 . 

不 难 验证 ,矩阵 加 法 具有 下 列 性 质 : 

Ci) А+В=В+А; С) 

Gi) (4 十 B) 十 C 一 4 十 (B 十 C);( 结 合 律 ) 

(i) А+О=А; 

Gv) 4 十 (一 4) 一 O. 


三 、 数 乘法 


АЙСА (а, )。x* 为 矩阵 . 称 矩阵 (kay )。x* 为 与 4 的 数 积 , 记 АА 一 
Cka; nxn. 

任何 一 个 数 与 任何 一 个 矩阵 都 可 以 做 数 乘 , 数 乘 就 是 将 数 乘 到 矩阵 的 每 个 
位 置 上 去 而 矩阵 阶 数 不 变 . 

不 难 验证 ,矩阵 数 乘法 具有 下 列 性 质 : 

Gi) 1А=А; 

Gi) (ED4 一 ACLA) (k,l 为数 ); 

(й) (#Ё++0А=АА-1А (k,l 为 数 ); 
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Gv) k(A+B)=kA+}B (k XO. 


例 2.2 设 
=( н н a) 则 34=(15 i A А 
四 、 乘 法 


ЎА (а; nxn B= (6). Їй с = Уа = 1,2,+,туу = 1,2, p), 


称 C= (с; )wx/ 为 矩阵 4 与 召 的 乘积 , 记 С=АВ, 

注意 ,两 个 矩阵 可 乘 的 惟一 条 件 是 :前 矩阵 列 数 等 于 后 矩阵 行 数 . 当 可 乘 时 ， 
所 得 积 的 矩阵 的 行 数 为 前 矩阵 的 行 数 , 列 数 为 后 矩阵 的 列 数 ,其 第 (i,7) 位 置 上 
的 元 素 为 前 矩阵 第 i 行 的 元 素 与 后 矩阵 第 j 列 的 元 素 对 应 乘积 和 . 

例 2.3 设 


6 7 10 0 
4=(, 5) ，B=|8 11 1| , 则 
9 12 Oss 
el 1X10 十 2X11 十 3X12 Kotex ч 
4X7 十 5X8 十 6X9 4X10+5X11+6X12 4X0+5X1+6X0 
=[ 68 2) 
122 167 5/7 
例 2.4 8 
а 
А= |1 ,B= b с bias 
а, і „хі 
则 
aibi аб. … aib, 
b, b +} bn е, a 
АВ= |45 ©" | ,BA= (>oo) = Dba. 
Н Н i=l i=l 
abi ав се а.) 
例 2.5 设 
0 1 1 2 3 4 2 1 
А=( ).в-( ). Гав ( J-E ва ( ). 
1 0 з 外 则 12” 4 3 


注 : 一 个 1X1 阶 的 矩阵 与 构成 该 矩阵 的 元 素 等 同 起 来 , 即 (ao)x; = а. 
不 难 验证 ,矩阵 乘法 具有 下 列 性 质 : 
(1) (4B)C 一 4(BC)( 结 合 律 ); 
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Gi) 4(B 十 C) 一 4B 十 4C( 左 分 配 律 ),(4 十 B)C 一 4C 十 BC( 右 分 配 律 ); 

(їн) (AB) = СЁА›В=АСЕВ)С {т k HO. 

需要 注意 的 是 ,矩阵 乘法 没有 交换 律 , 即 АВ ВА. 这 是 因为 :首先 ,4,B 可 
乘 ,但 B,4 未 必 一 定 可 乘 ( 如 例 2. 3) ;其 次 ,即使 4,B R B,A 都 可 乘 , 其 积 AB 
5 ВА 的 阶 数 也 未 必 相 同 (如 例 2. 4) ;再 者 ,即使 4B 与 ВА 阶 数 都 相同 ,对 应 位 
置 上 的 元 素 也 未 必 都 一 定 相等 (如 例 2. 5). 由 此 可 知 , 能 够 满足 矩阵 乘法 可 交换 
的 条 件 将 是 相当 苛刻 的 . 

例 2.6 若 4B 一 B4, 则 和 矩阵 4 与 妃 是 同 阶 方 阵 ( 见 本 节 末 ). 

证 设 4=4xn,B 一 B,x,. 若 4。xnB,x, 有 意义 , 则 必 和 mm 一”; 若 Br Ann 有意 
义 , 则 必 s=n FEER A,xmB,x, =B, x Ann RE ДЙ n=r,s=m. EH : 
n=m=r=s, 

我 们 知道 ,在 数 的 乘法 运算 中 ,有 这 样 一 个 命题 : 若 ug=ac 且 ao 天 0, 则 0 一 <. 这 
就 是 所 谓 的 消去 律 . 在 矩阵 乘法 运算 中 ,消去 律 不 再 成 立 了 . 等 价 地 ,两 个 非 零 矩 
阵 的 乘积 有 可 能 为 零 ( 见 下 面 的 例 2. 7). 

例 2.7 设 

ЙУ: 2 0 11 1 一 1 

A-(_) з 1): ( )ум=(_, 1 ); М А#о,м= 

3 


О,ВС. 但 却 有 АВ=АС= \ 


五 、 和 矩阵 的 转 置 


Ў А= (а„)„х„. За „=а„(1=1,2,++,л;)=1,2,++,т),# ЕЕС, 0 
А 的 转 置 矩阵 , 记 АТ = („С А' = (Б, nxm). 

矩阵 转 置 也 可 以 这 样 得 到 :将 矩阵 4 的 第 i 行 写成 矩阵 47 的 第 i 列 (i=1， 
2，,…,m) ,或 将 A 的 第 i 列 写 成 47 的 第 i 行 (i 二 1,2,…,n).mXn 阶 的 矩阵 转 置 
EZH nXm 阶 . 

例 2.8 设 


ЕТТЕ 


显然 ,矩阵 转 置 具有 下 列 性 质 : 

(1) (АТ)Т=А; 

Gi) (А+В)Т=АТ+В'; 

Gi) (ВА)Т = АТСА 为 数 ); 

Су) (4B) = ВТАТ ( 即 两 个 矩阵 积 的 转 置 等 于 反 序 转 置 的 积 ). 
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下 面 讨论 方 阵 . 所 谓 方 阵 就 是 行 数 与 列 数 相等 的 矩阵 .2Xz 阶 和 矩阵 简称 为 n 
阶 方 阵 . 与 行列 式 一 样 , 方 阵 也 有 主 对 角 线 , 即 从 左上 角 到 右 下 角 所 画 出 的 那 条 
线段 . 

对 角 和 矩阵 : 主 对 角 线 之 外 全 是 零 的 方 阵 , 即 形 如 


а 


的 矩阵 ,有 时 将 它 记 为 A=diagla saz, san). 

单位 矩阵 : 主 对 角 线 全 是 1 的 对 角 和 矩阵 , 即 形 如 

1 
galei 
1 

的 矩阵 . n 阶 单位 矩阵 有 时 记 为 E, CR I). BHE, = (8, ), (9, H Kronecker 符号 ). 

单位 矩阵 具有 性 质 : 

AE 一 A,EA 一 A.( 即 任 一 矩阵 车 能 与 左 或 右 乘 , 则 乘积 结果 不 变 ) 

Ж A 为 方 阵 , 规 定 4 HREH: 

A = Е,А*=А* AC 为 正 整 数 ). 

显然 ,矩阵 的 方 塞 具 有 下 列 性 质 : 

(1) А*А!=А*'!, 

Gi) (А®!=А*; 

Gii) 4# AB=BA, ИШ (AB)* = А*В*. 

AE #51 都 是 非 负 整数 ). 

бта. шар д (0 2) ,B= (0 ，), 则 AB 一 4, 而 вао 
H 4° =0, FEH (AB) =А*В*(2=0,1,2,---) (Н AB 取 BA. 

ЖА (а), 为 n ВВЕ, Д п KIAR la; | 。 称 为 4 的 行列 式 , 记 det A= 
[а 1,. 

定理 2.1 设 4,B 是 同 阶 方 阵 , 则 

det(AB)=det A • det В. 
E 见 第 一 章 第 五 节 例 1.14 或 本 章 第 四 节 的 例 2.13 及 本 章 第 五 节 中 的 例 


2. 16. 
除了 定理 2. 1,n 阶 方 阵 4 的 行列 式 还 具有 下 列 性 质 : 
Ci) det(47) 一 det4; 
Cii) ае (АА ) 一 如 det А. 
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称 满足 条 件 АТ =А 的 矩阵 4 ТЕЕ. 显然 ,对 称 矩阵 一 定 是 方 阵 . 设 
А= (а;),, 4 是 对 称 的 充分 必要 条 件 是 az 一 az lG j=l, 2n). 
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上 节 中 我 们 看 到 ,与 矩阵 加 法 运算 对 应 的 有 减法 运算 ( 即 所谓 加 法 的 道 运 
H) :B—A=B+(—A). 该 运算 是 由 加 法 及 “* 负 阵 ? 所 定义 ,而 * 负 阵 ? 本 质 上 也 是 
由 加 法 运算 的 性 质 惟一 确定 的 , 即 X 为 4 的 负 阵 的 充 要 条 件 是 X 满足 
A+X=0. 

能 否 类 似 地 考虑 与 乘法 运算 所 对 应 的 “除法 ?运算 呢 ? 

单位 矩阵 巨 在 乘法 中 的 作用 与 零 矩阵 O 在 加 法 中 的 作用 是 相似 的 . 那么 在 乘 
法 中 ,与 加 法 的 “ 负 阵 ”相应 的 概念 “ 逆 阵 ”就 应 该 作 如 下 定义 (注意 ,由 于 和 矩阵 乘法 
不 可 交换 , 故 有 左 逆 、 右 逆 之 分 ) :XX 称 为 矩阵 4 的 左 逆 阵 ,车 满足 ХА=Е,Х # 
为 矩阵 А 的 右 逆 阵 , 若 天 满足 АХ=Е. 当 АХ=ХА=Е Ht, øk X J А Е. 
例 2. 6 知 , 逆 阵 一 定 是 方 阵 . 若 将 4 Н: Па М АС! ,那么 就 可 以 形式 地 定义 “除法 ” 
运算 (还 是 由 于 和 矩阵 乘法 的 不 可 交换 性 ,有 右 除 与 左 除 之 分 ): BA 二 BA-!'( 右 除 )， 
BASA ВОС). 矩阵 “除法 ”可 由 乘法 及 “ 逆 阵 ”完全 表 出 , 故 在 矩阵 运算 中 , 避 
免 做 “除法 ”而 只 用 乘法 与 逆 阵 来 代替 不 但 是 可 行 的 ,而 且 更 为 方便 . 因而 ,在 整个 
线性 代数 中 将 不 提 及 除法 运算 . 

基于 以 上 讨论 ,我们 有 

定义 2.1 设 4 为 矩阵 , 若 有 和 矩阵 如 ,使 

АВ=ВА=Е, 

则 称 4 是 可 逆 矩 阵 ( 或 可 逆 的 ) , 称 B 为 A 的 逆 矩 阵 . 

可 道 矩 阵 又 叫 非 异 阵 或 非 奇 异 阵 . 由 于 可 逆 和 矩阵 与 其 逆 是 乘法 可 换 的 ,由 例 
2.6 知 , 可 逆 矩 阵 必 是 方 阵 . 易 知 ,单位 矩阵 已 是 可 逆 的 , 零 矩阵 О 是 不 可 逆 的 . 

命题 2.2 若 4 是 可 道 的 , 则 其 道 矩 阵 惟 一 . 

证 设 B 是 4 的 着 , 则 有 АВ=ВА=Е. 若 C 也 是 4 的 逆 , 也 应 有 4C 一 C4 一 
E. РЖ С=СЕ=С(АВ) = (СА)В=ЕВ=В. 

ШЖ ЕНЕ — Е, ЫА Ж ИГӘН A ПИ а А !. 

命题 2.3 ЖАН, ДА kA Gep А50) ,Ат 也 都 可 北 , 且 


UDSA AD =A ADAT, 
证 因为 式 44 一 一 4-:4 一 巨 成 立 ,直接 由 定义 知 ,4-: тр б, Н. 
(Ау = А; Ж ОА) (а) (А+ Га) = (6. LA- ADER 
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(за) (4 “(4 А) Е, kA ий, А) =A; h 4 可 


逆 知 ,存在 矩阵 A, {E АА SA 4 一 下 ,对 等 式 两 边 取 转 置 有 (4 TAT = 
АТСА ')" 二 EE, 说 明 АТ 是 可 逆 的 ,上 且 (47) 一 一 (4 1)", 

命题 2.4 А,В РЕ, Д АВ 也 是 可 逆 的 , Н (AB) 
| 

证 САВ) (ВА!) = (ВТА) (АВ) =Е, Ж АВ 可逆, 月 (4B)-! 
Жа 

我 们 知道 ,可 逆 矩 阵 必 是 方 阵 , 但 并 不 是 任 一 方 阵 都 可 逆 , 那 么 怎样 判别 一 
个 方 阵 是 否 可 逆 呢 ? 如 果 可 逆 又 怎么 求 逆 呢 ? 为 了 回答 这 样 的 问题 ,我 们 先 引 
入 两 个 概念 . 


ї 


І 


设 方 阵 
an аш а 
an аз а, 
А= Е 
аы аг … am 


与 行列 式 的 情形 一 样 , 在 矩阵 4 中 可 以 选 定 某 个 位 置 ,如 第 i 行 .第 j 列 位 
置 (i, 让 .将 该 位 置 (i,j7) 所 在 的 第 i 行 及 第 j 列 从 矩阵 4 中 划 掉 ,矩阵 4 中 剩余 
的 =” 一 1 个 行 与 "一 1 个 列 元 素 所 构成 的 行列 式 记 为 Mi , 称 A; = DHM; A 
位 置 (i, 站 的 (或 wy 的 ) 代 数 余子 式 . 矩阵 4 共有 个 位 置 , 故 有 ww 个 代数 余子 
式 .由 这 些 代数 余子 式 按 如 下 排 法 所 构成 的 矩阵 


An Aa с An 
A | An = Aa 
А. C. 


称 为 4 的 伴随 矩阵 . 伴随 矩阵 有 时 也 记 为 adj(4). 
矩阵 4 与 其 伴随 矩阵 4 有 一 个 非常 好 的 性 质 , 即 
命题 2.5 
44 =A* 4 一 det А. E. (2.1) 
证 由 第 一 章 定理 1. 3 的 推论 1,4 与 4' 之 积 44" 中 (i,7) 位 置 上 的 元 素 应 


ж У) аА =деАд,. РЕ АА` = (дет A òy) ,=det A(6;), 一 det A + Е, |898 


有 4 "4 一 det А, E. 
定理 2.6 Б А 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 det 4 天 0. 当 det А520 В,А-! = 


34 第 二 章 E 阵 


l 4。 
det АА А 


证 GRH. А П], НА, АА =A AE. Ж АА = 


两 边 取 行 列 式 ,有 де(АА 7!) = ег A • det(A~™')=det Е= 1,48 det А50. 
Ж. 当 det 4 天 0 时 ,将 式 (2. В Я А (дА 


1 ЕЕ E 
(асгд&` ATE. 该 式 说 明 4 нй, Н A дА 


推论 БА УЕ, EAER В, АВ=Е,Ш 4 可逆 , 且 A~ =В. 


证 因 AB=E, 两 边 取 行列 式 有 det A • det B=det (АВ) = дег E=1, ÑH 
det 470,80 А 可逆 ;再 两 边 同 时 左 乘 4 有 4 (AB) =A E, B В=А!. 


例 2.9 设 
а=(} oem wo 
3 4 


Е ЕРА, 1 4 2+2 
А Tet a4 a 


下 面 利 用 逆 矩 阵 的 概念 ,给 出 Cramer киймек. 
设 线性 方程 组 为 


anazi 十 aizzz 十 … 十 az 一 总， 
аах Hant: + Бах, =b, 


ал tant t Бах, =bn. 


其 所 有 系数 构成 的 矩阵 为 
а а а 
а аж аз, 

А= 5 З 

аһ аг '*" Am 

该 矩阵 称 为 方程 组 的 系数 矩阵 . 

再 设 
Tı bı 
=|], в) 


2х, bn 


)= 


(2. 2) 
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则 原 方程 组 (2. 2) 可 以 写成 矩阵 的 形式 
Ах= В. (2.3) 
当 方 程 组 (2. 2) 的 系数 矩阵 的 行列 式 det А520 时 ,矩阵 A 可 逆 . 在 式 (2.3) 
中 ,两 边 同时 左 乘 4 ,得 
x 一 4-1B， 
它 即 为 矩阵 方程 (2. 3) 的 惟一 解 ,具体 写 出 来 就 是 : 


Tı 


22 


1 . 
det А А» 


An An Ал) fbs Мр 
lA Aa с Ааа ла 
det A|; : iji М 

Am А. + А.) 1, 


了 An 

Masah ShA G= 1,2m). ШЖ Н Y bAs 就 是 方程 组 (2.2) 中 ， 
k=l k=l 

将 系数 行列 式 det A 中 的 第 i 列 用 常数 项 列 (2， b … b)" 代 换 后 所 得 的 那 


个 行列 式 , 该 行列 式 也 就 是 定理 1. 5 中 的 D. 


第 三 节 AREE 


所 谓 分 块 矩 阵 就 是 对 矩阵 作 适当 分 块 后 所 得 到 的 矩阵 , 它 是 处 理 矩 阵 问题 
的 一 种 方法 ,灵活 恰当 的 运用 , 常 可 获 事半功倍 的 效果 . 

H mX n HRE A= Cas) „НЕВА s 个 行 块 ,用 纵 线 分 成 上 个 列 块 ,这 样 
和 4 就 可 以 看 成 是 由 st 个子 块 (或 子 矩 阵 ) 构 成 的 一 个 ;Xz 阶 的 分 块 矩 阵 : 


An Аш + Au 
А-А An o Auf, 
An Ae … А.) 


其 中 每 个 4 是 由 一 些 相应 位 置 上 的 元 素 构成 的 “小 ”矩阵 . 例如 
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这 里 ,A 是 5X5 阶 和 矩阵 ,分 成 两 个 行 块 与 两 个 列 块 后 ,就 成 了 2X2 阶 的 分 块 矩 


阵 了 ,其 中 N= (1 | 1.6 ЖЕ, 分 别 是 2 阶 和 3 И ЖОН. 分 抉 后 , 原 逢 
隆 的 特点 就 非常 清晰 地 反映 出 来 了 . 
至 于 和 矩阵 具体 如 何 分 类, 一般 没有 限制 ,但 应 把 握 个 原则 , 即 突出 特点 ,便于 
简化 处 理 . 
下 面 讨论 分 块 矩阵 的 运算 . 
设 A 和 都 是 mXn 阶 矩阵 ,对 4 与 B 作 分 法 完全 一 样 的 分 所 : 
m [An А ++ А„ mı [Bn В, * В, 


д" Аа Аа е Auf ,pmb Be = Bu 


m, (Aa Aa + А.) m, (Вы Bae … В.) 


其 中 m 表示 第 ;个 行 块 所 包含 原 和 矩阵 的 行 数 ,mi; 表示 第 j 个 列 块 所 包含 原 和 矩阵 


的 列 数 . 则 
A=B5A; =B; (i=1,2,%,s;j=1,2,°. ,1); 
AntBn А +В. … А, +В, 
афв Ал +В Ан Ba ss AtB 
Au 十 Ba А. +В. … А„+В, 
kAn ЁА … ЁАһ„ 
Ah4:， Аъ … kAu 
kAs АА. … БА), 
Аһ Ал = An 
aa AR АЬ e AL 
An An … Аш}, 
在 分 块 矩 阵 的 运算 中 ,用 处 较 多 的 是 下 面 分 块 矩阵 的 乘法 . 
ЖА,В ЯН тХлп пх 矩阵 ,分 别 对 4,B 分 块 为 : 
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i оби пов = h 
т (Ап Аш = Au) т {Bn В, В, 
дт |An Аш = Аа, вт |Ba Ba в.) , 
m (Аы Aa + А.) m (Ва Be Bu ) ix 
l ГА © 
m [Cn Си С, 
则 АВ=" | Ca。 Си Cou , 
т, (Ca Са с Cu Jou 


其 中 Cs = $)А„В„ (i = 1,2,++›5;) = 1,2,+›и). 
= 


简 言 之 , 当 4,B 可 乘 时 ,只 要 4 的 列 块 的 分 法 与 B 的 行 块 的 分 法 保持 完全 
一 致 时 , 则 4, 召 作为 分 块 矩 阵 也 可 乘 ,乘法 的 规则 形式 上 与 没有 分 块 时 的 情况 


是 完全 一 样 的 . 
例 2.10 设 
12 0 =$ 
|1 3 -1 2 
А= 
оо 4 т 
4-75 2 


易 知 det 4 天 0,4 可 逆 . 如 何 求 4 HEIE? 若 用 伴随 矩阵 的 方法 需 先 求 出 4 的 伴 
随和 矩阵 ,这 样 就 要 先 计 算 16 个 3 阶 行列 式 的 值 ,显然 比较 麻烦 . 现在 ,我 们 用 分 
块 矩阵 的 方法 来 求 道 . 首先 对 矩阵 4 做 如 下 分 块 : 

1 2; 0 —2 
2| вс 
=l р), 


人 


由 定理 2. 6 之 推论 ,下 面 求 满足 АХ=Е HEEK X. K XA E 都 作 与 A 


完全 相同 的 分 块 : 
x- [$ a |6 о). 
Ха Хь О E: 
则 有 (3 рв к) к зш ишы о 
о р! |х. Xz О E|’ рх. DX» О EJ 
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于 是 有 : 
BX +CX =E,, 


ВХ. СХ. =0, 
рх. =0, 
рх. =E. 
因 B,D 都 可 逆 , 解 之 得 
Хи=В^!, 
Х„=—В!Ср^!, 
X=0, 
X2 =D>, 
从 而 
? 1 —B КЫ 
х= 
о D` 
对 于 二 阶 和 矩阵 ,最 适用 的 求 逆 法 莫 过 于 伴随 矩阵 的 方法 了 : 


3 —2 2 -1 
s=] ) ›з=( )， 
=} 1 77 4 


74 4 
ув "срт = ( ), 
则 ©4017 于 是 
3 -2 -Uu 42 
-1 1 30 -17 
A-1 一 X 一 
0 0 2 -1 
о о -7 4 


例 2.11 #АВ=Е,ВА=Е, А 是 方 阵 , 旦 А п]й,А =B. 
证 设 4 为 mXn 阵 ,B 为 nXm 阵 .车 mn, 作 分 块 : 
a=(^ ). В=(В, В„,), 
An-n 
其 中 4,,B, 都 是 n 阶 方 阵 , 于 是 


А, 
эв= ( 
А 


А.В, 4.B。。 Е, О 
je J |] 

А„—В„ А„-,„В„_, О E.n, 
从 而 

А,В,=Е,, А„_„В„-„=Е„—„, А„В„ ,=0, A, .B,=0. 
于 是 ,4, B, 都 可 逆 , 旦 有 4。. 一 0,B。, 一 0O, 于 是 4。.B。, 一 O, 矛 盾 . 

故 应 有 mn. 同 理 可 证 пт, FEV т=п, 4 У В 都 是 方 阵 . 于 是 
АВ =ВА Е, 


МТТ А пті, НҚ у В. 


第 四 节 ”初等 变换 与 初等 矩阵 39 


第 四 节 初等 变换 与 初等 矩阵 


定义 2.2 ”对 和 扼 阵 作 下 列 三 种 类 型 的 变换 分 别称 为 第 一 .二 、 三 种 初等 行 
( 列 ) 变 换 : 

1. 互 换 矩阵 的 某 两 行 ( 列 ) 

2. 某 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 常数 ; 

з. 某 行列) 的 倍数 加 到 另 一 行 ( 列 ). 

初等 行 变换 与 初等 列 变换 统称 为 初等 变换 . СЕИ: 4 经 过 初等 变换 变 为 B 
时 , 记 为 A->B. 

如 果 强 调 变 换 的 具体 做 法 ,对 行 (row) 的 表示 为 :rr 表示 互 换 第 ij 两 行 ; 
kri RRD i TRA А50; tkr; 表示 第 j 行 的 倍加 到 第 i 行 . 

同 理 , 相应 于 列 (column) 初 等 变换 的 表示 分 别 有 : с, 9 су, kc (6920) 
和 ci 十 kc. 
1 2 
4 5 


1 2 За [1 2 3)a-2m/l 0 3 
а = 
4 5 6 0 一 3 一 6 0 —3 —6 


ө-за,(—-р)тю-Фе р 0 0 1 0 0 
一 ( ).ma—( ). 
0 1 0 0 1 0 


定义 2.3 ”对 单位 矩阵 作 一 次 初等 变换 所 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 . 
对 应 于 初等 行 变换 的 初等 矩阵 有 如 下 三 种 类 型 ; 


| 


PLi; j] t= m ; 


例 2.12 设 A=( 1) ,对 А 做 初等 变换 将 其 化 简 ， 


E 


kri k# 9 
Ep[i(k)] := k =: 
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1 k BiTi 
EZ P+] :一 : 
1 i j iT 
1 
再 来 看 关于 初等 列 变换 的 初等 矩阵 : 
i 
4 М 
п 
0 1 
ama =P[i,j]; 
1 0 
1 
4 
1 
Е 207°, k =P[i(k)]; 
1 
б; 
t ў 
1 
1 
ерш; =Р[}+Н(Ю]. 
k 1 


1 
НЕА, ТЖ E RA йй]. A ЖЕЕ: Н Ж ERR: PLi j], 
PLi(k)] 及 PLi+7CA)]. 下 面 的 定理 揭示 了 初等 变换 与 初等 矩阵 之 间 的 内 在 联 
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系 , 叫 做 初等 变换 与 初等 矩阵 的 关系 定理 . 


定理 2.7 IER А 作 一 次 初等 行 ( 列 ) 变 换 后 所 得 到 的 矩阵 等 于 对 4 Ж 


〈 右 ) 乘 上 一 个 相应 的 初等 矩阵 


这 里 ,所 谓 “ 相 应 的 初等 矩阵 "是 指 :无 论 对 A 作 一 次 什么 样 的 初等 变换 ,对 
单位 矩阵 吾 也 作 一 次 完全 相同 的 初等 变换 后 所 得 到 的 那个 初等 矩阵 . 

证 只 对 行 变换 的 情况 加 以 证 明 , 对 列 变换 的 证 明 完 全 是 类 似 的 . 

Ж mX n EREA 的 每 一 行 分 成 一 个 行 块 后 得 一 m X1 的 分 块 矩 阵 : 


а. ) 


А= 
а. 
а |= 
а, |а, | 
1. 设 4=| : | 一 5B :=|: | ,而 
а; а; 
М |. 
1 
Шы 0 1 
P[Li, 门 。4 一 
ые 1 0 
故 A 一 B= 二 P[i,j]A. 
а. а. 
? ‚Ж! Ы 
2. ЖА |а, |—“—>В:= |ва, Ti 


1 [= a 
а а, 
=|; |=B， 
a; a 
ЛЕ 
1) an an 
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1 a a 
P[i(k)]* A=i> k а: |= |ha;|=B, 
1) lan an 


ik A ZB =РГЕСЮЈА. 


a | а, 
a: |75 
itkrj А 
з. 设 4= |: в.) j ,而 
а; | а; 
an Ua 
1 a 7 
і» 1 k а, Qi+ ho; 
P[it+j(k)]* A= = 1 =в, 
Т н 1 а, а, 


r[itj(k)] 


ЖКА B=P[i+j(k)]A. 
命题 2.8 PE EE A пг E Е, НТ {1 р AB АЕ |н] Ж ҖЇ A Л @ Ж 


阵 , 即 


P[i,j] =P[i,j],P[Li(k)] = РГЕ -1 )]( 天 0)， 
P[it+j(k)] '=P[Lit+j(—&)]. 
证 应 用 定理 2.7 即 可 ,请 读者 完成 这 个 证 明 . 口 
例 2.13 设 4,B 为 ” 阶 方 阵 , 证 明 
det(4B ) 一 det 4A。det В. 
证 参照 第 一 章 第 四 节 人 性 质 1.7 后 面 的 讨论 易 知 ,矩阵 4 可 以 只 经 过 第 
3 种 类 型 的 初等 行 、 列 变换 ( 某 行 ( 列 ) 的 倍数 加 到 另 一 行 ( 列 )) 就 能 化 为 对 角形 . 
由 定理 2.7, 即 有 和 矩阵 P,P;,…,P, 及 @ ,0;,…,Q, 使 


а 
А=Р, Р, | E № 0, 
a, 
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其 中 每 P; 及 @ 都 是 形 如 P(i 十 7j(CA)) 的 初等 矩阵 , 且 由 行列 式 性 质 1.6 知 ， 
det A=al*…a,. 
又 对 角 和 矩阵 бара, за: ,…，,av) 左 乘 矩阵 М 等 于 用 asaz, a, 分 别 乘 以 
М 的 第 1,2,…,n 行 后 所 得 的 矩阵 ,因而 由 行列 式 性 质 1. 2 有 


aa 
| КА p 一 al…andet М. 
а, 


再 反复 应 用 行列 式 性 质 1. 6, 得 


) 


det 


det(4B ) = дег 


Га, 
一 det 


p тов 


an 
= ау "а, де (О, CQB) 
=det А, det В. 
0] 2.14 在 例 2.12 中 ,对 4 作 了 五 次 初等 变换 ， 
1 2 3 паана 3а, (р) то 7020 
a=, 5 6) і в-(, 1 о): 
该 式 对 矩阵 4,B 之 间 关 系 的 刻画 还 比较 粗糙 . 通过 反复 应 用 定理 2. 7, 可 以 
建立 更 精确 的 关系 式 : 


P|[2( 一 )] *。P[2 十 1( 一 4)]。4。PL1 十 2( 一 2)]。 


3 
P[L1 十 3( 一 3)]。P[2 十 3( 一 2)] 一 B， 


即 
1 оуу o f -2 of 0 -3]/1 0 о 
| 1|( Jafo 1 olio 1 о [о 1 —2|=B. 
[0 -了 -4 1 
3 o o loo ıjlo o 1 


从 上 面 例子 中 看 到 ,初等 变换 最 后 可 以 将 矩阵 化 成 非常 简单 的 形式 . 

定义 2.4 和 矩阵 A 与 B 称 为 等 价 ,车 A 可 以 经 过 有 限 次 的 初等 变换 化 为 B. 
易 知 ,等 价 具 有 下 列 三 个 性 质 : 

Ci) 反 身 性 :任何 矩阵 都 与 自身 等 价 ; 

CiD 对 称 性 :车 矩阵 A 与 B 等 价 , 则 B 与 4 也 等 价 ; 

GD 传递 性 :车 矩阵 4 与 B 等 价 ,并 且 B 与 C 也 等 价 , 则 4 与 C 等 价 . 

由 初等 变换 与 初等 矩阵 关系 定理 易 知 : 


“ è ж-ж E E 


命题 2.9 矩阵 4,B 等 价 的 充 要 条 件 是 存在 一 些 初等 矩阵 Pi , P; ,… ,PP,， 


及 0..0," ,О, „1 
А =Р,"".Р,Р,ВО, 0 ---0,. 


,0 
定理 2.10 任意 mxXn ША BEAD Онар ФЕ 为 


阶 单位 阵 ,0<r<min{m,n} ,并 且 -是 惟一 的 (在 下 一 章 第 四 节 中 将 会 看 到 ,r 是 
矩阵 4 WEK: N А=О 时 ,此 时 r=0, E, Ж 0). 该 矩阵 称 为 4 的 等 价 标准 形 . 

证 设 A=(as)wxw. 若 A 二 0,A 已 经 是 标准 形 了 . 若 A 隐 0, 至 多 经 过 两 次 第 一 
种 初等 变换 即 可 将 A 的 左上 角 (1,1) 位 置 变 为 非 零 元 . 因而 不 妨 设 4 中 的 on 5©0, 
将 第 1 行 的 一 an'aa 倍 加 到 第 i 行 (i=2,3,…,m) ,再 将 第 1 列 的 一 aiilav 信 加 到 第 


1 0 
Ў =1)X 
б a "这 里 入 о D 


JIG=2,3, ,然后 将 第 1 行 乘 以 ci ,4 变 为 { 
Ооп. 

再 对 4， АСЕНОВА AIE F A BUE EA TAREE E RE. 

至 于 惟一 性 的 证 明 ,请 读者 学 了 下 一 章 后 给 出 . 

此 定理 又 可 叙述 为 :对 于 任意 矩阵 4, 都 有 初等 矩阵 Pi, Pes s Pio B Qi, 
Qee ,Q, ,使 


р-Р.Р,А0:0.-0,- (6 С, 
о о 
定理 2.11 ЖШ ЖА АКИДА 可 表 为 有 限 个 初等 矩阵 的 乘积 
证 必要 性 . 设 4 为” 阶 可 逆 矩 阵 , 存 在 初等 矩阵 P,P;,…, Pi, 及 Qis 
Q.，…,Q, 使 
Е, О 


Т 0): "а. 


Р,---Р,Р,А0,0,---0,= ( 
2 E, О 
manna |5 o =det(P,) * ++ + det P, • det P, * det A * det Q, > 


E, О е Е, О\_ а 
аар ва отд |6 Отоа ге та (6 о) 8-9 А 


Pi' Pi'…Pi' QrQ Or? , T ЗЕ БЕТОН Е AB ER АЕ Е 
充分 性 是 显然 的 . 
定理 2. 12 МЕЖ mXn ЖА, НИШ: P,Q 使 


рРад=(Є 2) (0<r<min{m,n}) 
o о) «т.а. 


ТААН AE ЕАО — ЕЭ СУН ROD E s ШИЛ ара ак. 
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设 4 пі, ДА ! 也 可 逆 , 由 定理 2.11,A ' 可 以 写成 一 些 初等 矩阵 的 乘积 
А7! =Р;Р, --.Р,, 
其 中 每 个 P 都 是 初等 矩阵 . 于 是 有 
PiP.*%PA=E 及 PP,*…P.E=A™'!, 
从 而 
РР, --.Р,(А Е) = (РР, :--Р,А PP,…PE)=(E A`). 

此 式 即 给 出 了 求 逆 矩 阵 的 一 个 具体 方法 :为 了 求 4 的 逆 , 先 在 A 的 右 侧 添 
加 一 同 阶 单位 矩阵 而 构造 成 一 个 1X2 阶 的 分 块 阵 (4 ”E) ,然后 对 此 分 块 阵 
只 做 初等 行 变换 , 当 块 4 所 在 的 位 置 化 为 单位 阵 E 时 ,其 右 侧 块 E 所 在 的 位 置 
即 化 为 了 所 要 求 的 逆 阵 4 一. 


oka 
i2 
#1 2.15 用 初等 变换 求 这 法 求 CD)4 一 3 和 (2)4 一 | 1 1|@ж. 
ооп 
121 0] а-а (12 1 0 
(1) (AE)= А 
3 4 0 1 ОА == т=з 1 
1. 
aik | 0 т (-=)" | бой д 
i 2 + з 21} 
0 —2 —3 1) от 3 
—2 1 
所 以 4 一 |3 _1 
2 2 
011100 2 11010 
(2) (АЕ)= 12 1 1 0 1 olb 1 11 оо 
001001 һб о-оо1ъз1 
200-110 200 110 
ЕМ а= 
oi1 1 00 о1ото =1 
0 1 001 оото о І 
Его ЕА 
(jho o 0 
кы 
б ДОУ Дд су —1 
001 о 0 1 
ау 
Sp МУ 
Е 
于 是 ,4-=| | 。 _, 
О! 
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第 亚 节 ”分 块 矩 阵 的 初等 变换 与 初等 分 块 矩 阵 


上 节 所 讨论 的 内 容 ,可 以 平行 地 推广 到 分 块 矩 阵 上 来 . 在 本 节 中 ,我 们 对 此 
问题 只 作 一 个 简单 的 介绍 . 
定义 2.5 对 分 块 矩阵 作 下 列 三 种 类 型 的 变换 ,分 别称 为 分 块 矩阵 的 第 一 、 
二 ,三 种 初等 行 ( 列 ) 变 换 : 
1. 互 换 分 块 矩阵 的 某 两 个 行 ( 列 ) 块 ; 
2. 某 个 行 ( 列 ) 块 左 ( 右 ) 乘 一 个 可 逆 方 阵 ; 
3. 某 个 行 ( 列 ) 块 左 ( 右 ) 乘 一 矩阵 后 加 到 另 一 行 ( 列 ) 块 . 
分 块 矩 阵 的 初等 行 变换 与 初等 列 变换 统称 为 分 块 矩阵 的 初等 变换 . 
这 里 应 注意 的 是 ,由 于 矩阵 乘法 没有 交换 律 , 故 在 第 二 、 三 种 初等 变换 中 乘 
以 矩阵 时 要 有 左右 乘 之 分 . 作 行 变 换 一 律 是 左 乘 , 作 列 变换 一 律 是 右 乘 . 
单位 矩阵 可 按 如 下 方式 分 块 ， 
Е, 
Е= Е: А Я 
Е, 
其 中 每 个 Е, а Д ДЕ Е, A4 E RER A б {у 2} БОЯН Е. 
定义 2.6 对 单位 分 块 矩阵 作 一 次 分 块 矩 阵 的 初等 变换 后 所 得 的 分 块 矩 
阵 , 称 为 初等 分 块 矩阵 . 
同样 地 ,初等 分 块 矩阵 也 有 如 下 三 种 类 型 : 
Е, 


Оо … E =% 111% 
PLi, j]= f В , 
Е, ~ О 一 第 j 个 行 块 
Е, 


P[iCC)] 一 C 一 第 ;个 行 块 (其 中 C 是 可 逆 和 矩阵 )， 
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Е, 


Е, = K 35 i MITIN 
P[it+j(K)J]= ` i я 
Е, 一 第 j 个 行 块 


E, 

以 下 是 分 块 矩阵 的 初等 变换 与 初等 分 块 矩阵 的 关系 定理 . 

定理 2.13 对 分 块 矩阵 A 作 一 次 分 块 矩阵 的 初等 行 ( 列 ) 变 换 后 所 得 到 的 
新 的 分 块 矩阵 ,等 于 对 4 左 ( 右 ) 乘 上 一 个 相应 的 初等 分 块 矩阵 . 

下 面 我 们 再 给 出 本 章 第 一 节 末 定理 2. 1 的 证 明 . 

例 2.16 设 4,B 是 同 阶 方 阵 ,证 明 

det(AB)=det 4。det В. 
证 先 构 造 如 下 分 块 矩阵 并 对 其 作 分 块 矩阵 的 初等 行 变 换 ， 
( А pE o 全 


TEB. -E B 
由 定理 2. 13, 有 
т SG AE с]; 


Е, а,Е, 


шата) аљ [6 ЕТЕ 


位 置 为 0. 反复 应 用 定理 2.13. 则 


П P; SPa Pie Pin Pa Ри РЬ Pri Ре 


È аЕ,| ЕА 
о [ов 
于 是 , 式 (2. 4) 变 为 
(ss 10) (4 S (2.5) 


HK, Py ЖААН Е, — ОЯ ЕН Е, BI P; 是 单位 矩阵 Eon 
的 第 Cn 十 力行 的 ui AMAR i 行 后 所 得 . 由 定理 2.7, 用 Р„ EREM 相当 于 
对 M 作 第 三 种 初等 行 变换 ,由 行列 式 性 质 知 , 此 时 应 该 有 det(P;M)=det M. 反 
复 将 这 一 原理 应 用 到 式 (2. 5), 即 有 : 
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> 


两 边 分 别 作 Laplace 展开 ,有 
ае Е) + (—1)'t*+ е Де (АВ) = дег А. det B, 


Ш(—1)?""* det(AB)=det А • det B, 从 而 det(AB)=det A • det В. 

ЗИТ — ВЕ ш. и] ЖОЕ РЕ АОН ЕАО Ф ЗТ E 
жж. 

0] 2.17 现在 ,我 们 回 过 头 来 再 看 第 三 节 中 的 例 2. 10. 对 于 分 块 矩阵 

в б) 

ор!’ 
HPTR B D 都 是 可 逆 方 阵 , 运 用 分 块 矩阵 初等 行 变 换 求 着 矩阵 的 原理 ,有 
В С Е, Jh О E: | 


| 


(4 »-| 


OD о Е.) ODO Е, 
E О в" 一 B-ICD-: 
к . 
о Е. о D` 
于 是 ， 
в —B-'CD”! 
A-!= 
o Ds 
J Ж А 
1. 设 
1 -1 2 4 0 -3 009 g 
a= ‚ B= ‚ с= Ет кр 
о ыы | 
=]; 0 0 3 3 


(1) 3R 3A—4B; (2) 求 4C,BD;(3) 求 4T,4T7B,DTD,DDT. 

È} zy 
2. 求 与 (。 1 乘法 可 交换 的 所 有 和 矩阵 人 2). 

12 
а ва-(1 2) жа. 
4. 设 

1 2 1 
ТЕ! 


4 


1 11 
求 :(1) А? — B’; (2) (А— В) (А-В); (3) АВ — ВА. 
5. 设 AB=BA , 试 证 下 列 等 式 : 


习题 A 


(1) (А+ В) =А? +2AB+B ;(2) A:—B:=(A—B)(A4+B)=(A+B)(A—B). 


6. 设 
ту 1 Шы; 
йе, «= 1 
4 一 , 
t Аб; Se | 1 
=i $ 1-1 
ЖА. 
7. 求 下 列 各 矩阵 的 逆 矩 阵 : 
А 1 2 一 3 
cosa 一 sina 
о (® )， о от 2 |, 
sina соза 
0 0 1 
1 1 1 J 1 1.6 1 
E-I = E 0 1 … 1 
《3) П (4) 
=E Н H і 
о тй 1 0 0 1), 
8. 设 
= -0 
А= | 1 =1 0 |, 
1 1 =} 
试 计算 (4 十 2B)-: (A? —4E) R (A+2E) ' (A 一 2E). 
1 03 
2 2 
9. 设 A= RA ЖА". 
Z 1 
2 2 
10. 解 矩 阵 方程 
0 1 0 1 0 0 1 —4 3 
1 0 ojxjo 0 1|=|2 о 一 ! 
0 0 1 о10 1 一 2 0 
11. 设 


R В. 
12. 已 知 AP=PB， 
10 0 1 оо 
в=|о o 0], P=|2 -1 oj, 
0 0 -1 下 


RAA. 
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5) „RCP AP)" „А 为 正 整数 ). 


14. B 4X4 ЖЕЕ A= (а. YYY) ,了 3 一 (By ‚үз, у), Ж aB: YYY BIJ 4X1 E 
阵 ,已 知 det 4 一 4,det В=1,Ж det(A+B). 
15. 设 = 阶 方 阵 4 , 数 k ИЕ det(k A) =k" det A. 
16. 设 n 阶 方程 4,det A=a#0,R det(A" ). 
17. ИЗВ А50, Н А` =A", ШЕВ: бе А50. 
18. ЖА 为” 阶 方 阵 , 若 和: 二 0, 其 中 为 正 整数 ,证 明 
(ЕА) =Е+АТА? +. БА". 
19. Ж А,В ул 阶 方 阵 , 且 E+AB 可 逆 , 试 证 
(ЕВА) =Е—ВСЕ+АВ)'А, 
20. 利用 分 块 矩阵 乘法 计算 4B ,其 中 


12-94 
4 一 Єз 

ооо 

21. 设 

5200 3 2 оо 
2 210 0f „|4500 
0083 0041 
0052 оов? 


用 分 块 矩阵 求 :(1) АВ;(2) BA;(3) АВ—ВА;(4) A™'. 
22. 设 对 角 和 矩阵 A=diagla ,az san) ,其 中 a; Æa; (i 天 门 . 试 证 :与 4 可 交换 的 矩阵 一 
定 是 对 角 矩 阵 . 


J ж B 


1. Ж A= (а), Эп 阶 方 阵 ,A 的 主 对 角 元 之 和 


tr(A) : = Fa 
= 
称 为 A 的 迹 . DEUE BA ЖЕ РЕ ЖЕЙ F ЭПКЕ. 
(CU tr(MA) 一 Atr(4) ,其 中 大 为 数 ， 
(2) tr(4 十 B) 一 tr(4) 十 tr(B) ,其 中 4,B 为 同 阶 方 阵 ; 
(3) tr(4B) 二 tr(BA), 其 中 A,B 316 nXm, mX n MERE: 
W AADAT = У Sla ‚ЖР AS (а). 


11 
2. 证 明 : 任 意 方 阵 4 "ГЪ А = АЕ В 的 形式 ,其 中 trCB) 一 0. 

3. 设 4 为 实 方 阵 , 证 明 :474 一 Be 对 任意 方 阵 B, 都 有 їтСАТВА) =їг(В). 
4. 证 明 : 

D 两 个 上 三 角形 和 矩阵 的 积 还 是 上 三 角 的 ; 
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(2) #[# ЕРЕЕН БЯ. 

5. 设 A,B 分 别 为 xXm 阶 和 mmXn 阶 矩阵 ,证 明 : 
Е, 

А Е, 
(2) де АЕ, – АВ) = А" det АЕ „— ВА), Hp А750. 


6. ВЖЕ A Ар СА їв арин. зея янв (а perman зке 


a) =det(E, — АВ) = det (E„ — ВА); 


逆 矩 阵 . 
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19 世纪 中 前 期 起 ,数学 家 和 物理 学 家 已 经 开始 频繁 使 用 向 量 概念 了 ,并 将 
一 些 三 维 的 结果 推广 到 了 n 维 ,这 期 间 起 主要 作用 的 数学 家 有 Hamilton, Grass- 
mann 和 Peano. 而 秩 的 概念 的 出 现 要 稍 晚 些 ,于 1879 年 由 Frobenius 首先 提出 . 

我 们 知道 ,所 谓 向 量 就 是 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 , 向 量 又 称 矢量 . 仅 有 大 小 没 
有 方向 的 量 叫做 数量 (或 标量 ). 在 平面 或 空间 中 取 定 原点 建立 坐标 系 后 ,一 般 的 向 
量 就 可 以 和 一 个 有 序数 组 一 一 对 应 了 (平面 对 应 的 数组 形式 为 (z,y), 空 间 对 应 的 
数组 形式 为 (z,y,z)). 这 种 有 序数 组 完全 表示 了 向 量 , 所 以 在 线性 代数 中 , 称 这 种 
有 序数 组 为 向 量 . 平面 中 的 向 量 是 2 维 的 ,空间 中 的 向 量 是 3 维 的 . 本 章 目的 是 一 
般 化 地 讨论 = 维 向 量 之 间 的 线性 关系 ,并 建立 向 量 组 与 矩阵 秩 的 概念 . 
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借助 于 已 经 熟悉 的 矩阵 知识 ,我 们 可 以 更 透彻 地 理解 作为 有 序数 组 的 向 量 


定义 3.1 所 谓 n 维 向 量 就 是 nwX1 阶 和 矩阵 


或 1Xn 阶 矩阵 
(ai saz" yan). 

又 ,前 者 称 为 列 向 量 , 后 者 称 为 行 向 量 ,a; 称 为 向 量 的 第 i 个 分 量 . 分 量 全 是 
实数 的 向 量 称 为 实 向 量 . 由 于 列 向 量 有 着 大 量 的 应 用 ,所 以 一 般 说 到 向 量 , 指 的 
都 是 列 向 量 . 单纯 就 向 量 而 言 ,与 行列 式 或 矩阵 的 情形 一 样 , 列 向 量 与 行 向 量具 
有 完全 相同 的 性 质 . 由 于 排版 的 原因 ,在 仅 讨 论 向 量 一 般 性 质 的 时 候 ,我 们 经 常 
对 行 向 量 进行 讨论 . 

由 于 向 量 首先 就 是 矩阵 (注意 :是 只 有 一 行 或 只 有 一 列 这 种 特殊 形式 的 矩 
阵 ), 因 而 矩阵 中 的 各 种 运算 及 其 性 质 , 向 量 也 自然 拥有 . 换 句 话说 ,向 量 之 间 的 
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各 种 运算 就 是 矩阵 意义 上 的 运算 . 

1. 相等 ат = (а sasan) B= (ЬЬ, rbn) s W 

а=Вп=т 且 a;==b,(i 二 1,2,…,n)( 即 维 数 相 同 ,对 应 分 量 相 等 ). 

2. 加 法 ”只 有 同 维 向 量 才 能 相 加 . 

ат = (asaz, san) „В = (Б. sba) M 

а? +В = (а; +b sar БЫ," ran Hbr). 

向 量 07 一 (0,0,…,0) 叫 做 零 向 量 , 一 性 一 (一 a, 一 az 一) 叫做 向 量 
а? = (asaz, за,) Д ШШ. 

例 3.1 设 ar=(2, 一 1,0,3), 厅 一 (1,2,1, 一 1), 则 ат +87 = (3,1,1,2). 

加 法 具有 下 列 基 本 性 质 : 

Ci) a 十 = 有 ai;( 交 换 律 ) 

Gi) (atp 十 y 一 xc 十 (8 十 7);( 结 合 律 ) 

(ii) а+0=а; 

(у) ax 十 (一 x) 一 0. 

3. 数 乘 ” 设 上 为 数 ,ar 一 (al заг," ,a,) 为 向 量 ,向 量 ka" = Cka, ska: s**t skan ) 
叫做 上 与 a 的 数 乘 向 量 . 

例如 , 设 向 量 wz 一 (1,2,3), 则 2a"=(2,4,6). 

数 乘 具有 以 下 基本 人 性质， 

(1) la=a; 

Gi) Аа) = аз 

Gii) (十 Da 一 姻 十 is 

Gv) Са +В) =ka +p. 

所 及 n 维 列 ( 行 ) 向 量 的 全 体 , 对 于 其 上 所 定义 的 加 法 与 数 乘法 两 种 运算 , 构 
成 了 一 个 n 维 线性 空间 ( 见 第 五 章 ), 亦 称 向 量 空间 . 以 下 的 讨论 ,一 般 都 是 在 
维 向 量 空间 中 进行 的 . 
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定义 3.2 ”向量 a 称 为 可 由 向 量 组 房 , 记 ,…, 肥 线性 表 出 , 若 存在 一 组 数 
kiskzs sk, WE 
a=k +В +H ар. (3.1) 
这 时 ,也 称 а ERER poop 的 一 个 线性 组 合 . 
例 3.2 #ат=(2,—1,3,0)Ж% В =(1,0,0,1), =(0,1,0,—1),р] = 
(0,0,1, —1). 9% a=2ß — В. +38. ,所 以 向 量 a 可 以 由 向 量 组 pi ,P,P 线性 表 
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出 或 向 量 а 是 向 量 组 pb 的 一 个 线性 组 合 . 
RG. 1) 也 可 以 表 为 如 下 (分 块 ) 矩 阵 乘 积 的 形式 : 
ki 


a= Bip po | [C BB, DARD: 


k, 
В. 

2) E GH р, Ве B 为 行 向 量 时 ). 
ГА 

定义 3.3 HEH аа, 5а, 称 为 线性 相关 ,车 存在 一 组 不 为 全 零 的 数 
kiska stok, WE 

kia Баг + +k a, =0. (3. 2) 
不 线性 相关 的 向 量 组 称 为 线性 无 关 . 

换 句 话 说, 向量 组 w ,a:,… ,a, 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 :对 于 任意 一 组 数 
озод, ЯА kia А.а +e Ба, =0, Д ki =k: = 

013.3 ШШШ a = (1,2,3,4),а1 = 二 (2,3,4,5),al =(3,4,5,6),0] = 
(4,5,6,7). 因为 a: — 2a: +a; 十 0 一 0, 还 有 Оа, +a: — 2a; +a, =0 , K ЖЇН 
aaa a, 是 线性 相关 的 ,这 里 也 同时 说 明 线 性 组 合 (3. 2) 中 不 全 为 零 的 组 合 
系数 有 多 种 选择 . 

例 3.4 ЖЕ ат = (1.0,1,0),а2 = (0,1,1,0),а7=(1,0,1,1). ж 
Һа а аз =0" , BP Cki 二 ks ske ski ka 十 ks sks) 07 ki =k: = ks 二 0, 故 向 
RH aaa 线性 无 关 . 

显然 ,一 个 向 量 a 线性 相关 Sg 二 0, 那 么 ,a 线性 无 关 僵 c 天 0. 

对 于 向 量 组 w ,cs ，,…,@, ,如 何 判 断 它们 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 呢 ?可 以 
考虑 关于 组 合 系数 x; 的 方程 

za 十 zzgz 十 … 十 Zi 一 0 (3.3) 
是 否 有 非 零 解 的 问题 . 若 方程 (3. 3) 有 非 零 解 , 则 向 量 组 wm ,as ,…,a, 线性 相关 ; 若 
方程 (3. 3) 无 非 零 解 , 或 当 方程 (3. 3) 只 有 和 零 解 时 ,向 量 组 а, ,as ,… а, 线性 无 关 . 
向 量 组 


ег (1,0,0,--.,0), 

ер = (0,1,0, --+,0), 

ef 一 (0,0,0,…，,1)， | 
称 为 n 维 标准 单位 向 量 组 . 其 实 , 这 里 的 每 个 e 就 是 ” 阶 单位 矩阵 中 的 第 ; 列 . 
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п 维 标 准 单位 向 量 组 有 两 个 基本 性 质 :1. 它们 线性 无 关 ;2. 每 个 n 维 向 量 都 可 
由 它们 线性 表示 . 这 是 因为 
Ф туе tarre + --Ех„е„=0,Й(ту,хл;,°бэл„) =@0=>тү=хт;›=+=д„=0, 
说 明 е ег," е, 线性 无 关 . 再 设 а= (а ,as,…,a,) 为 一 n 维 向 量 , 则 
{a 
a=Ea= (е; sez," sen) Е =ае Базе +e +H anen, 
а, 
说 明 任 一 n ЕТЕ ГК e, ,ez --- зе, 线性 表 出 . 
命题 3.1 若 向 量 组 有 一 个 部 分 组 线性 相关 , 则 它们 线性 相关 . 
证 不 妨 设 w ,oz，…ar，…a, 的 部 分 组 cl а.а, 线性 相关 ,由 定义 ， 
有 不 全 为 零 的 数 kiskzs sk, Ekia tka: tetka, =0. 于 是 有 
kia 十 zaz 十 … 十 Ga, 十 0a + 十 … 十 0a, 一 0， 
ШЇ ki skaot sk,0,…,0 仍 是 一 组 不 全 为 零 的 数 , 故 a заг," за, 线性 相关 . 
推论 (1) 含有 零 向 量 的 向 量 组 必 线 性 相关 ; 
(2) 线性 无 关 向 量 组 的 任 一 部 分 组 也 线性 无 关 . 
定理 3.2 向 量 组 w ,a;，,… ,a,(s 宇 2) 线 性 相关 的 充分 必要 条 件 是 其 中 有 一 
个 向 量 可 被 其 余 向 量 线性 表 出 . 
证 ”必要 性 . а ,we а, 线性 相关 , 则 有 不 全 为 零 的 一 组 数 h А. еу, 使 
kia Ба 十 … 十 4a, 一 0. 


И 0, а, (Е) (6). 


充分 性 不妨 设 mw 可 被 其 他 向 量 线性 表 出 , 即 有 一 组 数 ke ska stt ok, 使 
а = а аз" +H ka. 

于 是 ,( 一 Da 十 ko@z He уа, 二 0, 这 里 (一 ]) ,ks，,…,k, 不 全 为 零 , 因 而 向 量 组 
aaa, 线性 相关 . 口 

定理 3.3 HHRH aaa, 线性 无 关 ,a aa, BRER N В 
Takaa a, 线性 表 出 , 且 表 出 系数 惟一 . 

证 ”存在 一 组 不 全 为 零 的 数 kirkes ,k,l 使 得 

kia: а ++ +k a, -1В=0. 

Ж 1=0, W kia tka: + tka, =0>k =k 6, =0 与 这 组 数 不 全 为 零 
HFE. 故 #0, TEA 


p- (Eet (Jeet (=e 
表 出 系数 惟一 性 的 证 明 请 读者 完成 . 口 
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设 有 向 量 组 : 
al = (an saiz» san) ,GT = (аа заз заз, st GT = Сал sagr ran). 
在 每 一 个 向 量 的 后 面 再 添加 上 一 维 分 量 , 得 到 如 下 新 的 向 量 组 : 
P :=(аї sb) = Can заза), 
Bi :一 (oj ,6b:)= (an sazz s**t заз, sb) > 
PE : =a] b.) = Can sags sanb). 
向 量 组 ppop, 叫做 向 量 组 a ,as ,…,a, 的 加 长 向 量 组 . 这 里 是 添加 了 
一 维 的 情况 ,也 可 以 添加 若干 维 ,并 且 新 添加 的 分 量 也 不 仅仅 限于 最 后 面 . 可 以 
在 第 1 维 的 前 面 加 长 ,也 可 以 在 第 1 维和 第 2 维 之 间 加 长 等 等 ,所 有 这 些 通 过 添 
加 分 量 所 得 到 的 新 向 量 组 ,都 叫做 原 向 量 组 的 加 长 向 量 组 . 
命题 3.4 ”线性 无 关 向 量 组 的 加 长 向 量 组 也 线性 无 关 . 
证 只 证 在 每 一 向 量 的 最 后 加 长 1 维 的 情况 ,其 他 加 长 情况 的 证 明 是 一 
样 的 . 
Hasana, 线性 无 关 , 其 加 长 向 量 组 为 所 = a b), p= alb), 
ВТ = Сат ,6b,). 考虑 线性 组 合 
ху + х;++-++х,8,=0, 
ainibh) Haa ,zp 的) 十 … 十 (zaT sz.b,) 一 07, 亦 即 ( > лат, D rb ) = 
ЕП КЕ 
07, 从 而 有 
210 +2200 +++ хе@,‚,=@. 


由 于 а,в: ，…w, 线性 无 关 , 故 n =ar = =, =0, [Яй popote В, 线性 


无 关 . m] 
13.5 已 知 3 维 标准 单位 向 量 组 ef = (1,0,0),е7 =(0,1,0),еу = (0,0,1)Д® 
线性 无 关 的 ,那么 加 长 向 量 组 


ai =(9,1,35,0,2,0), 
а} =(2,0,99,1,6,0), 
al =(7,0,21,0,1,1), 
也 是 线性 无 关 的 . 
线性 相关 性 具有 直观 的 几何 背景 . 对 于 三 维 实 向 量 的 情形 :两 个 向 量 线性 相 
关 的 充 要 条 件 是 它们 共 线 ;三 个 向 量 线性 相关 的 充 要 条 件 是 它们 共 面 ;四 个 以 及 
四 个 以 上 的 向 量 都 是 线性 相关 的 (可 见 下 一 节 定 理 3. 8 的 推论 4). 
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设 有 两 个 向 量 组 分 别 为 
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CI) on ,aa ar 

СП Bisp» Bs- 

定义 3.4 若 向 量 组 (T ) ЧИРИ h E AET ДЕН e EE СПОРЕ Н, И 
PRAC OR h RAD RER Hh Ж#Н СТУ A O T A E 
线性 表 出 , 则 称 向 量 组 (了 ) 与 向 量 组 (了 ) 等 价 . 

易 知 ,向 量 组 之 间 的 等 价 关系 具有 下 列 性 质 : 

(i) 反 身 性 : 任 一 向 量 组 都 与 自身 等 价 ; 

Gi) 对 称 性 :车 向 量 组 (了 ) 与 向 量 组 ( 卫 ) 等 价 , 则 向 量 组 (本 ) 也 必 与 向 量 组 
Df 

GID 传递 性 :车 向 量 组 ( 工 › 5 A O E тн C ) $ rig EA СШ) 6 
价 , 则 必 向 量 组 ( 工 ) 与 向 量 组 (有 ) 等 价 . 

显然 , 列 向 量 组 w ,0s，…,a, 可 由 列 向 量 组 P,P ,…,p, 线性 表 出 的 充 要 条 
IEE s Xr EREC 使 

Саз ,0 0) = (В, spe ot ,p,)C. 

定义 3.5 一 向 量 组 的 某 个 部 分 组 称 为 是 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 
若 该 部 分 组 线性 无 关 , 并 且 向 量 组 中 没有 真 包含 该 部 分 组 的 更 大 线性 无 关 组 . 

不 妨 设 向 量 组 w ,az ，… ,a заза, 的 前 7 个 向 量 @ ,a;,…,a, 线性 无 
关 , 如 果 将 向 量 组 中 其 余 ;一 r 个 向 量 ( 当 >r 时 ) 中 的 任意 一 个 向 量 a;(r 十 1 过 
Jj 二;) 添 加 到 这 个 部 分 组 时 ,都 使 扩充 的 部 分 组 алза: "~ за, за, 线性 相关 , 则 部 
分 组 w ,а:, "а, 就 是 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

例 3.6 考虑 向 量 组 af =(1,0,0),а} = (0,1,0),а! 一 (0,0,1),a! = 
(1,1,0),97 = (1,1,1). 在 这 个 向 量 组 中 ,a ,as ,as 线性 无 关 , 而 w =a +a, 
а: =a +a, аз a ,a ,as 是 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 注意 到 а.а, 也 是 线性 无 
关 的 ,但 它们 并 不 是 “ 极 大 ”的 ,因为 as 添加 进来 后 ,所 得 到 的 扩充 部 分 组 wm зал 
а; 仍 线性 无 关 . 这 个 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 还 有 : 

Qi Q05: ; Qi 03 0 Q sA 053 Q 03 05 45935005 02 903 05 

由 此 可 知 ,一 般 地 ,向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 是 不 惟一 的 . 

命题 3.5 向 量 组 与 它 的 任 一 极 大 线性 无 关 组 等 价 . 

证 不 妨 设 w ,as,…'ar 是 向 量 组 el aa, ana, 的 一 个 极 大 线 
性 无 关 组 . 只 需 证 明 向 量 组 中 的 后 ;一 r 个 向 量 都 可 被 该 极 大 线性 无 关 组 线性 
表 出 . 

任 取 @;(r 二 1<j 志 5), 则 向 量 组 a ,a:，,…,@, ,a 是 线性 相关 的 ,由 定理 3.3 
Ha; 可 被 wei ,az ，…,@, 线性 表 出 . o 

推论 ”向量 组 中 任意 两 个 极 大 线性 无 关 组 是 等 价 的 . 

5123.6 若 列 向 量 组 w ,as ,…,a, 线性 无 关 , 则 当 (ai ,as ,…,ar)4 一 O 时 
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(其 中 A 为 矩阵 ), 有 A=0. 
证 设 A=(a,),x,, 则 有 


aaa, A= (У) ana, У) anas, У) аьа,)=О. 
a A A 


т, У) аа,=0(@=1,2,+ е, 05 азаа, 之 线性 无 关 性 ,得 一 


axi 一 … 一 an 二 00 一 1,2,…,5)， 从 而 4 一 O. 
定理 3.7 等 价 的 线性 无 关 向 量 组 含有 相同 个 数 的 向 量 . 
证 设 向 量 组 ol ,az，…ar 与 Pi ,pp，,…,p, 等 价 且 都 线性 无 关 , 则 有 sXr iE 
阵 A4 和 rXs 和 矩阵 B, 使 : 
Ca az， ) 一 (有 ,8 ttt BDA; 
CB: .В: "~" В.) = (а, заг, ay) 再 . 
于 是 (ol ,oz cr) 一 (avar)(CB4) ,再 由 引 理 3.6, 有 
BA 一 E, 一 0, 即 BA 一 E,; 同 理 有 АВ=Е,. 
由 第 二 章 中 的 例 2. 11 知 ,4 为 方 阵 , 亦 即 r=;. 
推论 一 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 是 惟一 的 . 
由 此 我 们 知道 ,虽然 一 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 可 能 有 多 个 ,但 其 每 个 极 大 
线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 都 是 相同 的 , 即 是 惟一 的 . 该 惟一 性 具有 重要 意义 . 
定义 3.6 一 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 , 称 为 向 量 组 的 秩 ; 
若 向 量 组 的 向 量 都 是 零 向 量 , 则 规定 其 秩 为 0. 
БАН агза," за, КЕК К (аз ,as ,，…，,a,}( 或 rankfal ,as va,)), 易 
知 ,向 量 组 w ,az ,…,a, АЕК ,as ，… ,a,) =5. 
在 例 3.6 H, R{a ,az ,aa ,at ,as )} 一 3. 
定理 3.8 若 向 量 组 аг ,as ,…',a, 可 被 向 量 组 P,P ,…, 有 线性 表 出 , 则 
R{a sa: 3a, ) КОВ, p tB). 
证 Hasana 的 极 大 线性 无 关 组 为 glyaz，…，,an; 甩 ,应 ,，…, 甩 的 极 
大 线性 无 关 组 为 房 , 记 ,…, 记 , 则 由 命题 3.5 知 ,o ,as，…,as PI Bi poo topa 
线性 表 出 . 
考虑 合并 的 向 量 组 :an заг, "за, В.В." В,. У р, Ве, В, 是 该 并 向 
量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,因而 并 向 量 组 的 秩 为 9; 又 а, ,as ,… ,as 线性 无 关 ， 
故 p 关 q( 否 则 ,并 向 量 组 的 秩 就 将 大 于 gq) ,所 以 pg. 
推论 1 等 价 的 向 量 组 具有 相等 的 秩 . 
推论 2 向 量 组 @ ,az,…，,ay RERA, HTA popop 线性 表 出 ， 
РА 
证 p=Rig,@ 0} КІВ, sB s Bi} <. 
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推论 3 向 量 组 w ,az,…，,ao MEB poB 线性 表 出 , 且 реа, | a, 
az ，…Gop 线性 相关 . 

证 由 推论 2 即 得 . 

推论 4 任意 nn 十 1 个 nn 维 向量 线 性 相关 . 

证 Basana, an È n Еу, ДЕГ n 维 标准 单位 向 量 组 e 
ez, re, 线性 表 出 ,由 推论 3 即 证 . 
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一 个 2X 闫 矩阵 可 以 写成 如 下 两 种 分 块 矩 阵 的 形式 : 


[ап аш аы ai 
fan а» ам а} 
А= = 
аа an айы хт ат 
=(P spes Ba)» 
ЖР аТ=(аа ar o dam) G=1,2, sn) B= lay ay с а)" 1, 


2,++,т). 

aiaia ЖА 的 nn 个 行 ,叫做 4 的 行 向 量 组 ;Bi peot Bn ЖА т 
列 , 叫 做 A 的 列 向 量 组 . 

定义 3.7 矩阵 的 行 向 量 组 的 秩 称 为 矩阵 的 行 秩 ; 和 矩阵 的 列 向 量 组 的 秩 称 
为 矩阵 的 列 秩 . 

在 第 二 章 第 四 节 中 ,我们 介绍 了 初等 变换 的 概念 .初等 变换 具有 下 面 很 好 的 
Ж. 

引 理 3.9 初等 变换 不 改变 矩阵 的 行 秩 ,也 不 改变 矩阵 的 列 秩 . 

证 只 对 初等 列 变换 的 情况 加 以 叙述 . 

ЖАНЕР: А 做 一 次 初等 列 变换 ,不 改变 列 秩 是 显然 的 ,比如 将 第 2 列 的 倍加 
到 第 1 列 

<В. Pe ss Bs) a HRB: В.В). 

易 知 两 个 列 向 量 组 Bipot Ba 5 Bi АВ. oBer Bn 是 等 价 的 , 故 列 秩 不 变 .下 
证 对 4 做 一 次 初等 列 变换 后 ,4 的 行 秩 也 不 改变 . 

不 妨 只 证 第 2 列 的 倍加 到 第 1 列 这 种 情况 ,其 他 情况 的 证 明 原 理 是 一 
样 的 . 
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ёт 
ай аш am) (а) antkaz аш … аы ат 
К ay 
an аз … ам a| ~ |antkan an * ам Č: 
2. Ре Sy га "|= 
аш аг i |: | аа+#ав an dum аг 


在 4 中 任 取 r 个 行 ,不 妨 设 前 7 个 行 aT ,a7,…,a7 ,在 人 中 取 同 样 位 置 的 > 
PITAT A ，… ,7 .下 面 证 明 , 这 两 个 向 量 组 具有 相同 的 线性 相关 性 . 
考虑 方程 


二 (ziyzoyyzry0 0)4， 


07= У) та! = (жула, 0,0) | ol 
= 


(3.4) 


07= У) ш = оо, 0,0) ат |= Соо, 0,5004, 
Е 


(3. 5) 


并 且 注 意 А=аРГ2+108)], Jh POHO JHH EE. 

易 知 ,方程 组 (3. 4) 的 解 也 是 方程 组 (3. 5) 的 解 ;反之 ,方程 组 (3. 5) 的 解 也 是 
方程 组 (3.4) 的 解 . 从 而 方程 组 (3.4) 有 非 零 解 忆 方程 组 (3.5) 有 非 零 解 . 亦 即 
alal, var REMIR A, AT 线性 相关 . 

于 是 of ,ol ,…，,az 是 A 的 行 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 号 订 A, A ЖА 
的 行 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 . 故 4 的 行 秩 等 于 念 的 行 秩 . 

定理 3. 10 矩阵 的 行 秩 等 于 甜 阵 的 列 秩 . 

证 设 4 为 秩 r 的 任意 矩阵 ,由 第 二 章 的 定理 2. 10 有 

Е, A 
о о 


“| 
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ШОР 0) втв яв. 由 引 理 3. 9,A 的 行 秩 与 列 秩 相等 o 


例 3.7 利用 这 个 定理 可 以 直接 证 明定 理 3. 8 的 推论 4. 
设 n 十 1 个 nn 维 行 向 量 分 别 为 gf 02, --- зат ал. ЙИШ РЕ 


Gais 

是 (n 十 1) Xn 阶 的 . RaT a? an ar) 5A Т А пп, Bp 
К(аї ,ol al алы )п<п+1, al al ea an ЕН Ж. 

定义 3.8 ”所谓 矩 阵 的 秩 就 是 该 矩阵 的 行 秩 (或 者 列 秩 ). 

Ж 4 的 秩 记 为 R(A)( 或 者 rank А). 

显然 ,矩阵 转 置 秩 不 变 . 上 面 的 引 理 З. 9 可 以 转投 为 

定理 3.11 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 

需要 指出 的 是 ,该 定理 对 分 块 矩阵 也 是 成 立 的 , 即 : 对 分 块 矩阵 做 分 块 矩阵 
的 初等 变换 不 改变 分 块 矩阵 的 秩 . 

例 3.8 ШЕН КСОАВ)<Е(А),Е(В). 


titer 


证 因为 RCAB)<RCAB А),Й‹АВА)—°——»(О 4). 故 有 
R(AB)<R(AB A)=R(0 A)=R(A). 
应 用 这 个 结论 ,又 有 RCAB)=RUAB)")=R(B'A")<R(B")=R(B). 
与 行列 式 的 & 阶 子 式 概念 类 似 , 可 以 定义 矩阵 子 式 的 概念 . 
定义 3.9 пт ®А 中 任 选 上 个 行 与 ! Еа, Іт) ,位 于 
这 些 行 、 列 交叉 点 上 的 ki 个 元 素 , 按 原 相互 位 置 关 系 所 形成 的 kX1 阶 和 矩阵 称 为 
A 的 一 个 子 阵 . 若 选取 的 是 4 B i Ci С В јо јо Сеј, 列 , 则 
由 这 些 行 、 列 交叉 点 上 的 元 素 所 形成 的 子 阵 记 为 
afi в = $), 
дз” > С. П 
dd еар 
而 称 行列 式 det [a | | [Ё 7 的 一 个 人 阶 子 式 . 
л 2 ут k 
定理 3. 12 R(4) 一 ~ 的 充分 必要 条 件 是 4 至 少 有 一 个 阶 子 式 不 为 零 且 
车 A 有 r 十 1 阶 子 式 , 则 4 的 所 有 十 1 阶 子 式 都 为 零 . 


证 在 证 明 中 ,需要 三 次 用 到 这 样 的 结论 : 若 方 阵 B-~C, 则 det B=kdet С, 
其 中 数 #5©0. 事实 上 , 当 B-~C 时 ,存在 可 逆 矩 阵 卫 与 2, 使 召 一 PCO. 于 是 有 
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det B=det(PCQ)=det P* det C • det Q= (det Р * det Q) det C=kdet С, 
HP k=det Р, det 0520. 

必要 性 设 RC4) 一 ~, 则 4 的 行 秩 为 一 即 4 有 > 个 行 线性 无 关 ,不 妨 设 4 ШЙ r 
个 行 线性 无 关 . 由 该 = 个 行 构成 的 矩阵 的 列 秩 也 是 ,于 是 它 有 -个 列 线性 无 关 , 不 妨 


设 前 个 列 线性 无 关 ,于 是 4(1 > T "Eae Cl 25"), 


1 2 … rr r 


4 的 任意 +1 mre a| T | 所 在 的 行 一 定 是 线性 相关 的 
1 2 ММ rtl 
( 因 A 的 行 秩 为 r) ,于 是 该 子 阵 的 行 向 量 组 也 必 线 性 相关 (不 然 ,其 加 长 的 结果 
是 矩阵 4 的 r 十 1 个 线性 寺 关 的 行 ,不 可 ) ,从 而 该 子 阵 的 秩 二 十 1. 于 是 有 

Е, О 
|-@ о) (р). 


i i се in 
A 8 
Ја Је e Jeti 


det lafi К т mi | | =k. а (2, о) =o, 
Јо ја 9 јен) о о 
充分 性 不 妨 设 det(a( 


1 2 … 
al 2 … ,) в. 


r 
r 


) ) 关 0, 则 必 有 


于 是 R(4(; 7 I)on Eea wir паат 


a “7 的 行 向 量 组 的 加 长 向 量 组 ,于 是 人 之 前 行 线性 无 关 . 
现 证 А 之 任意 十 1 个 行 ,不 妨 设 前 r 十 1 个 行 必 线 性 相关 . 考虑 反 证 法 ;车 

不 然 ,由 必要 性 的 证 明 ,4 存在 一 个 r 十 1 阶 子 式 关 0, 与 题 设 不 符 . 从 而 4 之 前 + 

个 行为 极 大 线性 无 关 组 ,于 是 RA =r. 
定义 3. 10 若 方 阵 的 秩 等 于 它 的 阶 数 , 则 称 该 失 阵 是 满 秩 的 ,否则 称 为 降 秩 的 . 
推论 4 是 满 秩 的 全 det 4 天 0. 


下 面 讨论 矩阵 秩 的 求法 . 
形 如 下 面 的 矩阵 称 为 阶梯 形 和 矩阵 : 
0121522 
о о 0173 
} 0 000 
0 0 0 0 
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它们 有 一 个 共同 特点 ,就 是 每 行 第 一 个 非 零 元 的 下 面 及 左下 方 元 素 都 是 0， 
且 零 行 下 面 也 都 是 零 . 阶梯 形 和 矩阵 的 秩 很 容易 判断 , 即 

命题 3. 13 ”阶梯 形 矩 阵 的 秩 等 于 其 非 零 行 数 . 

例如 在 上 面 4 个 阶梯 形 和 矩阵 中 ,它们 的 秩 分 别 为 3,3,2,3. 

在 第 一 章 第 四 节 性 质 1.7 后 ,我 们 讨论 了 只 应 用 行列 式 性 质 1.6 和 1.7 就 
可 以 将 任意 一 个 行列 式 化 简 为 上 三 角形 行列 式 的 问题 . 依据 那里 的 方法 ,我 们 完 
全 可 以 只 用 初等 行 变 换 就 可 以 将 任意 一 个 矩阵 化 为 阶梯 形 和 矩阵 , 即 

命题 3. 14 任意 矩阵 都 可 以 经 过 初等 行 变 换 化 为 阶梯 形 . 

命题 3. 13 与 3. 14 及 定理 3. 11 向 我 们 提供 了 一 个 求 矩 阵 秩 的 有 效 方法 : 先 
对 矩阵 做 初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 形 , 然 后 判断 阶梯 形 和 矩阵 的 秩 即 确定 阶梯 形 
矩阵 中 非 零 行 的 行 数 ,该 数 即 为 所 求 矩 阵 的 秩 . 


例 3.9 设 和 矩阵 
(-1 2 1 0 
oji -2 ~io 
-1 о 1 1 
l-2 o 2 2 
对 А 做 初等 行 变换 化 阶梯 形 : 
-1 2 1 0 +i 10 
| 2 1 0 ntnmn-nn-an,| 0 0 0 
-1 0 1 1 0 -2 о 1 
一 2 2 2 0 —4 02 
-1 2 1 0 -1 2 10 
nzn |0 0 о ofnen|o —2 01 
o -201 о о oof 


о о оо) 0 о оо 
因为 最 后 阶梯 形 和 矩阵 有 两 个 非 零 行 , 它 的 秩 为 2, 故 4 的 秩 为 2. 


л 题 A 


1. Жа 
ai =(4,1,—3,—2),а1 = (1,2,—3,2),а1=(16,9,1,—3) 
的 线性 组 合 За, 15а: — аз. 
2. 从 以 下 方程 中 求 向 量 a 
3(ai —а) +2(а +a)=5(@ +a), 
其 中 加 一 (2,5,1,3),al = (10,1,5,10),а1=(4,1,—1,1). 
3. 求证 :向 量 组 wm ,az ，… ,a ，… ,a, 中 的 任 一 向 量 a; 可 以 由 这 个 向 量 组 线性 表 出 . 
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4. 证 明 :包含 零 向 量 的 向 量 组 线性 相关 . 

5. HA mP asaan EHE а, = а, (1923), ИГЫ ЖН а 0,7-0, 线性 
相关 . 

6. 判断 下 列 向 量 组 的 线性 相关 性 ; 

A) (1,1,0),00,1,1),63,0,0); 

(2) (2,0),00,—1); 

(3) (4,—5,2,6),(2,—2,1,3),(6,—3,3,9),(4,—1,5,6); 

(4) (1,0,0,2,5),(0,1,0,3,4),(0,0,1,4,7),(2, 一 3,4,11,12). 

7. 设 wm ,az ,as 线性 无 关 , 证 明 :a, 十 as ,as 十 aa ,as На 也 线性 无 关 . 

8. tasaa, 线性 无 关 , 问 向 量 组 a 十 as ,as tana аа, + а 是 线性 相 
关 , 还 是 线性 无 关 ? 并 给 出 证 明 . 

9. а = (алаа, ›а„)(#=1,2,+,л). ЕВ. Ж#Н а ,as ,…，a 线性 相关 的 充分 必 
要 条 件 是 det(av ) 一 0. 

10. аа, "是 一 组 n 维 向 量 , 已 知 n 维 标准 单位 向 量 组 e, ,e:,… ,e, 能 由 它们 线 
性 表 出 ,证 明 a ,az а, 线性 无 关 . 

11. а ,a:，… ,a, 是 一 组 n 维 向 量 . 证明, 它们 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 : 任 一 维 
向 基 都 可 由 它们 线性 表 出 . 

12. 判断 下 列 向 量 组 是 否 线性 相关 ,并 求 出 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

(1) аї=(1,2,—1,4),а7 = (9,100,10,4),а1=(—2,—4,2,—8); 

(2) аї = (1,1,0),а7 = (0,2,0) ,а] = (0,0,3); 

(3) аг = (1,2,1,3),07 = (4,—1,—5,—6),а1=(1,—3,—4,—7),а1 = (2,1,—1,0). 

13. 求 一 个 秩 是 4 的 方 阵 , 它 的 两 个 行 向 量 是 (1,0,3,0,0),( 一 1, 一 1,0,0,0). 

14. Са, aa, 的 秩 为 ,证 明 :a ,as,…*aw, 中 任意 7 个 线性 无 关 的 向 量 都 构成 它 
的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

15. 用 初等 变换 化 下 列 矩 阵 为 阶梯 形 ,并 判断 其 秩 . 


0 0 1 123 4 
a) jo 1 ofj; 《271 一 1 10 2]; 
100 1 5 6 10) 
17 25 31 43 
02 -3 1 [ 
|53 75 94 132 
03) 10 з —4 3 |; (4) 


54 75 94 134| 
0 4 一 7 —1 


20 25 32 48 
16. 证 明 :两 个 矩阵 和 的 秩 不 超过 这 两 个 矩阵 秩 的 和 , 即 
R(A+B)<R(A)+R(B). 
17. #А БВ ЖН AB =0, ЕВ. 
КСА) + Е(В)›<А 的 列 数 . 


J 题 B 


1. 证 明 :@ ,a;，,… ,a,《 其 中 а 关 0) 线 性 相关 的 充 要 条 件 是 至 少 有 一 个 а, Ais) ak 


asaan RER. 

2. 证 明 : 一 个 向 量 组 的 任 一 线性 无 关 组 都 可 以 扩充 为 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

з. 已 知 两 向 量 组 有 相同 的 秩 , 且 其 中 之 一 可 被 另 一 个 线性 表 出 . 证 明 : 这 两 个 向 量 组 
等 价 . 

4. 设 向 量 组 a ,az,…，,a, 的 秩 为 ,在 其 中 任 取 mih an ,az 
Ci im >r +m 5, 

5. йлхт ЕВРА 的 秩 为 7. 证明: 存在 秩 为 "的 nXr 阶 矩阵 P 及 秩 为 r йй хт БН 
о, 


тна. ЕВ: К(ал > 


А= РО. 
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在 科学 技术 以 及 工程 中 有 许多 问题 都 归结 为 解 线性 方程 组 ,在 这 一 章 中 将 
讨论 线性 方程 组 有 解 的 条 件 ,研究 线性 方程 组 解 的 结构 和 求解 的 方法 等 ， 
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一 、 线 性 方程 组 


在 实际 问题 中 出 现 的 线性 方程 组 有 时 会 含有 多 个 未 知 数 ,未 知 数 的 个 数 和 
方程 的 个 数 也 未 必 相 等 . 因此 ,线性 方程 组 的 一 般 形式 为 : 


an tı Hayz: +H Бах, =, 
an Tı 十 azzZz 十 … 十 ass 一 Dey 41) 
am Ti Балх + *++а„„х„=б„. 

其 中 zi ,x2，,… ,ZX, 表示 个 未 知 量 ,m 是 方程 的 个 数 ,ay (11,2, 56, т, j= 
1,2,…,n) 表 示 第 i 个 方程 中 第 j 个 未 知 量 r 的 系数 , 称 6b,(i 二 1,2,…,m) 为 常 
数 项 . 

如 果 锯 一生 一 … 一 如 一 0, 则 称 (4. 1) 为 齐 次 线性 方程 组 . 否则 , 即 А, Б, 
不 全 为 零 时 , 则 称 它 为 非 齐 次 线性 方程 组 . 


记 
ап а аһ Tı Д 
А= ап аз а Е Ze ,p= bz È 
айм Am ě * Amn т, bm 
称 矩 阵 4 为 线性 方程 组 (4. 1) 的 系数 矩阵 .于 是 
Ax=ß, (4. 2) 


它 是 线性 方程 组 (4. 1) 的 矩阵 形式 . 矩阵 (4 PRH. DARI ER. 
如 果 记 


第 一 节 消 元 法 67 


(amj 


那么 线性 方程 组 (4. 1) 还 有 向 量 的 形式 : 
2101 ха: + +H ran =P. (4. 3) 
如 果 用 一 组 数 cl ,cz，…c* 分 别 代替 方程 组 (4. 1) 中 的 ооо ео, 后 ,使 
每 个 方程 都 成 为 恒等式 , 则 (ci ,cs ,…,c,)7 称 为 线性 方程 组 (4. 1) 的 一 个 解 向 
量 , 简 称 为 (4. 1) 的 一 个 解 . 
Же ар Ссл осо оос) 是 线性 方程 组 (4. 1) 解 ,那么 
An=B. 
也 就 是 
c Hea: + с,а, = В, 
这 就 是 说 ,向 量 记 可 以 由 向 量 组 xl ,az ,…,a, 线性 表 出 . 
解 线性 方程 组 就 是 求 出 它 的 解 集合 . 如 果 两 个 方程 组 有 相同 的 解 集合 ,就 称 
它们 是 同 解 的 线性 方程 组 . 


二 、 消 元 法 
解 线性 方程 组 的 方法 主要 就 是 对 它 进 行 一 系列 的 变换 ,得 到 容易 求解 的 , 且 
与 原 方程 组 同 解 的 方程 组 ,进而 求 出 其 解 . 
例 4.1 解 线性 方程 组 
йэ 22— 23= —1, 
| Zi 十 zz 一 2z: 一 1, 
4zi 一 6z* 十 2z: 一 一 6. 


解 互 换 第 一 、 第 二 个 方程 的 位 置 ,以 序 乘 第 三 个 方程 ,得 


第 二 个 方程 减 去 第 一 个 方程 的 2 倍 ,第 三 个 方程 减 去 第 一 个 方程 的 2 倍 ,得 
Zi 十 х,—2лу= l, 
| 一 3zz 十 3z 一 一 3， 
一 5zz 十 5zs: 一 一 5. 


第 三 个 方程 减 去 第 二 个 方程 的 子 信 ,得 
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而 十 лә223= 1, 
| 一 3zz 十 3zs 一 一 3， 
0= 0. 


于 是 得 解 


[11 =s, 
po +1, 
上 面 所 用 的 解 方程 组 的 方法 称 为 消 元 法 . 用 消 元 法 解 线性 方程 组 ,实际 上 是 
对 方程 组 反复 进行 下 列 三 种 变换 : 
1. 互 换 两 个 方程 的 位 置 ， 
2. 用 一 个 非 零 数 乘 某 个 方程 ; 
3. 将 某 个 方程 的 倍数 加 到 另 一 个 方程 . 
这 三 种 变换 称 为 线性 方程 组 的 初等 变换 . 容易 知道 ,线性 方程 组 经 过 初等 变换 得 
到 的 是 与 之 同 解 的 线性 方程 组 . 用 消 元 法 解 线性 方程 组 可 以 通过 对 增 广 矩阵 施 
行 初等 行 变换 来 完成 . 例如 , 例 4. 1 的 求解 过 程 也 就 是 


А:р=|1 1 —2 1 == 2 一 1 
4—6 2: —6) 2 一 了 
L sze TA 1 21 
Н nn 
о -3 3 i —3|— jo -3 3 + -3|. 
0 —5 5 :—5 оо oio 


一 般 地 ,用 消 元 法 解 线性 方程 组 (4. 1) ,不 妨 设 其 增 广 矩 阵 经 初等 行 变换 化 
为 行 阶 梯形 矩阵 : 


1 0 0 а, с, і 4 

0 0 с co dz 

0 1 сн , 
0 0 0 

0 0 0 0 о! о 


于 是 ,方程 组 
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Li Hcrri Era Heee 


асах + 


+оо, 4, 


+с‹сьх„=а,, 


(4.4) 


хіх Б сах, =4,, 
0=4,.1 
与 方程 组 (4. 1) 同 解 ,考察 方程 组 (4. 4) 就 可 以 得 到 方程 组 (4. 1) 解 的 情况 . 
ща, 1320 时 ,方程 组 (4. 4) 无 解 , 因 此 (4. DER. 
当 d:t=0 时 ,方程 组 (4.4) 有 解 ,因此 (4.1) 有 解 . 
由 于 等 价 的 矩阵 有 相同 的 秩 , 所 以 当 dr 一 0 时 ,RCC4 i PSR) =r, %4 
di 天 0 时 ,RC4) 一 r,RCC4A SB)) 一 r 十 1. 因 此 有 
定理 4.1 线性 方程 组 (4. 1) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 它 的 增 广 矩阵 (4 p 
的 秩 等 于 系数 矩阵 4 的 秩 . 
如 果 方 程 组 (4. 4) 有 解 ,进一步 还 可 以 知道 : 
当 r=n 时 ,那么 (4.4) 有 惟一 解 zi =d a= dz, x, =а,. 从 而 方程 组 
a. 1) 有 惟一 解 . 
当 r<n 时 ,将 (4.4) 改 写成 


五 一 由 一 chr+lzrti 一 一 Ciszey 


三 一 当 一 czr+1Zr+1 一 一 CzoZay 


(4. 5) 


Te ds Eneti Err са» 
对 于 х,у, rttr En RA H RAIRE Е ИКА CA. 5) 就 可 以 得 出 确 
ЯЕ ЙО а ,zs，,…，,zx, 的 值 , 于 是 得 到 (4. 5) 的 一 个 解 .用 这 样 办 法 可 以 得 到 (4. 5) 的 
任意 多 个 解 ,所 以 方程 组 (4. 1) 有 无 穷 多 个 解 . 因此 有 
定理 4.2 ?元 线性 方程 组 (4. 1) 如 果 有 解 ( 也 就 是 RCC4A ; 让 ) 二 RCA)), 那 
么 当 系数 矩阵 4 的 秩 ~ 一 ”时 有 惟一 解 , 当 一 ”时 有 无 穷 多 个 解 . 
例 4.2 解 线性 方程 组 
ж t2r -m= 1, 
на 0, (4. 6) 
4+ х,—х,=—1. 


解 ”对 增 广 矩 阵 施行 初等 行 变换 ,将 其 化 为 行 阶梯 形 ,得 


1 2 —1; l]n-n, {1 2 -1l 

Г 
‹Аї!р=|2 —з 1 :0| 一 一 -| —7 3 
4 1 —11—1 0 -7 3 
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可 见 系数 矩阵 的 秩 是 2, 增 广 和 矩阵 的 秩 是 3, 即 КСА ; PARA). 因此 方程 组 (4.6) 
无 解 . 

当 方 程 组 有 解 时 ,如 何 求 出 它 的 解 , 解 集合 具有 怎样 的 结构 ? 在 本 章 的 后 两 
节 中 将 予 介绍 . 


第 二 节 齐 次 线性 方程 组 


设 齐 次 线性 方程 组 


апа агаг + Ба, 


an xı Fant + азах, =0, Р 


(алыл Hamz + +-Ка„„х„==0. 
容易 知道 , 齐 次 线性 方程 组 总 有 解 .0 二 (0,0,…,0)" 就 是 它 的 一 个 解 , 称 为 
零 解 ,其 他 的 解 称 为 非 零 解 . 对 于 齐 次 线性 方程 组 ,重要 的 是 研究 它 什 么 时 候 有 


EEM. 
一 、 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 


用 定理 4.2 来 讨论 n 元 齐 次 线性 方程 组 ,就 可 以 知道 : 当 系 数 和 矩阵 А 的 秩 r = паў 
有 惟一 解 , 即 只 有 和 零 解 ; 当 二 n 时 有 无 穷 多 个 解 , 当 然 除 零 解 外 还 有 其 他 的 解 . 因此 有 

定理 4.3 nn 元 齐 次 线性 方程 组 (4.7) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 其 系数 矩阵 4 的 
Ж RA)<n. 


二 、 基 础 解 系 


ЖУ Д п 元 齐 次 线性 方程 组 4r=0 解 的 全 体 所 成 集合 , 即 
V={€€ER"|AE=0), 

这 里 的 R" 表示 全 体 n 维 实 向 量 所 成 的 集合 . 

M gi EV HH ACG +2.) = AG HAG: 一 0. LE EEV, k 为 任意 常数 , 则 
ACE) =kCAG) = 0. 因此 有 

定理 4.4 齐 次 线性 方程 组 的 解 具有 性 质 : 

1. МЖ gig СУ.ЖА & tHE EV; 

2. ШЖ GEV, k 为 任意 常数 ,那么 EEV. 

定理 4.4 是 说 , 齐 次 线性 方程 组 的 两 个 解 的 和 以 及 解 的 倍 仍 为 其 解 . 由 此 可 
知 , 齐 次 线性 方程 组 的 一 些 解 的 线性 组 合 还 是 它 的 解 . 因此 , 齐 次 线性 方程 组 如 
果 有 非 零 解 ,那么 必 有 无 穷 多 个 解 . 容易 知道 , 当 方 程 组 Ах=0 有 非 零 解 时 ,每 
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个 解 都 可 以 由 向 量 组 Y 的 极 大 线性 无 关 组 线性 表示 . 向 量 组 Y 的 极 大 线性 无 关 
组 又 称 为 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 . 也 就 是 
定义 4.1 向 量 组 V 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 称 为 齐 次 线性 方程 组 Ах=0 的 一 
个 基础 解 系 . 具体 说 就 是 , 设 与 , 扣 ，…5 是 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 的 一 组 解 ,如 果 
A) 5 ,6 线性 无 关 ; 
(2) Ax=0 的 任意 解 都 可 由 6 ,6。，…,&, 线性 表 出 ， 
那么 后 ,所 称 为 Ar 一 0 的 一 个 基础 解 系 . 
如 果 与 ,56，,…,&, Æ Ах =0 的 一 个 基础 解 系 , 则 Ах=0 的 全 部 解 ( 通 解 ) 为 
сё Heze Hee Heg FEP с, ,cs，… ,cs 是 任意 常数 . 
也 就 是 
у= (сё, сё + с, |с осо", 是 任意 常数 }. 
定理 4.5 设 有 nn 元 齐 次 线性 方程 组 4x 二 0, 如 果 КСА) = < п, ЛД ЖЕН 
解 系 , 且 基 础 解 系 含 n 一 r 个 解 向 量 . 
证 设 R(4)=r<n. 由 定理 4.1 的 证 明 , 不 失 一 般 性 可 以 设 


L S Cirt Lr 9 1,0, 0 
La S — Corti Erih Th 6,0,» (4.8) 
Tr 一 一 Crr+lZr+l 一 一 CmZn 
是 与 (4.7) 同 解 的 方程 组 . 自由 未 知 量 zx, олоо, 分 别 取 值 为 ; 
х, ( 1) (0 0 
r+ 0 
| | ў | І 44.9) 
z.) loj lo \1 
代入 到 (4. 8) 中 ,依次 得 
Tı 一 clr+1 二 |] 一 Ce 
22 rA 一 Caz,r+1 7 С2,,+2 А5: Can 
т, [н 【一 crv+2 | 
于 是 得 到 方程 组 (4. 8) (也 就 是 (4. 7)) 的 n 一 r 个 解 向 量 : 
Cirt Cirt Cin 
一 cz,r+1 一 Cz,r+2 一 Cn 
К БЕ 一 | 一 cr+z| .. 一 | 一 cm 
& 了 pë б prng о? (4. 10) 
0 1 0 
0 0 1 
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由 于 向 量 组 (4.9) 线 性 无 关 , 根 据 命题 3.2, 可 知 向 量 组 ,6:，…,E,-, 也 线性 
无 关 . 
Е 2 (с sco ycrscrtiscr+z，"…scn)” 是 方程 组 (4.7) 的 任 一 解 . 根据 定理 
4.4, 可 以 知道 
全 人 和 中 人 
是 (4.7) 的 一 个 解 .于 是 
соё Бс, ё Чс, :—E=(di,ds,*,d,,0,0,.,0)T 
也 应 为 方程 组 (4. 8) 的 解 ,所 以 di =d: == =а,=0. 因此 
cr+1 和 名 十 cr+z 名 十 … 十 co 一 5 一 0， 
也 就 是 
C=crrb +, 26 + сЁ,» 
即 专 能 由 和 ,6 线性 表 出 . 综 上 所 述 与 ,各 ,和 -就 是 齐 次 线性 方程 组 
(4. 7) 的 一 个 基础 解 系 . 口 
例 4.3 求 齐 次 线性 方程 组 
Zi 十 Zz 一 ху— nt zs=0, 
2х\+ zz 十 zs 十 zi 十 4zs 一 0， 


4zi 十 3zz 一 zy 一 х, -62;=0, «10 
ту+?л,—4лу—4л,— z, =0 
的 通 解 . 
解 ”对 系数 矩阵 施行 初等 行 变换 ,将 其 化 为 行 最 简 形 
ОРЕН 
ёт 1 а [тоз з 2 
Ата 3 -1 1 6 0—1 3 3 2 
1 2 —4 —4 -1 0 1 -3 -3 -2 
1 1 -1 -11 O e «0-68 
ata [о =1 з 3 2| ba [о 1 =3 —з -2 
оо о оо ооо о of 
оо о оо ооо о о 
я, КНЕ ЕКСА) = 二 2, 所 以 基础 解 系 含有 3 个 解 向 量 . НУ 
21—223 — 21, — 31s, 
{= Зл. +32, +223 
хз 1 0 0 
与 原 方程 组 同 解 . 自由 未 知 量 zs ,zi,zs ЖИБИН |х, -fl 和 |0| ,得 基 
zs) loj (0) [1 


础 解 系 
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—2 一 2 { 一 3 
| 3 2 
а= |1 = о = о 
| 1 0 
0 0 1 


所 以 方程 组 (4. 11) 的 通 解 是 


х= сё сё, сё, ЖФ ссе ,cs 是 任意 常数 . 
例 4.4 4 为 何 值 时 , 齐 次 线性 方程 组 


at 22 一 2zx: 一 0， 
=z tàr: + 5х,=0, 
21132: =0, 


Zi 十 6zz 十 (人 十 1)zs 一 0 
有 非 零 解 ? 并 在 有 非 零 解 时 求 它 的 一 个 基础 解 系 . 
解 ”对 系数 矩阵 施行 初等 行 变 换 , 得 


1 1 -21ntnfl 1 -2) 
nn 
—14 5 |an lo А+ 3 
к=н; 
1 3 0 on 2чу 22 
1 6 А+ 0 5 АЗ 
ia ра 2 11 —2 
ren |01 1 [ль |01 1 
ш А 
m 一 (+lD)r |0 0 2 一 人 0 0 2—4 
ra—5rz 
0 0 4—2 оо о 


(4.12) 


可 知 当 A 一 2 时 ,R(4) 一 2 一 3, 所 以 方程 组 有 非 零 解 . 此 时 ,有 与 原 方程 组 同 解 的 


方程 组 
n= Зз, 
人 二 一 Zs， 
3 
了 | 
1 
例 4.5 4 取 何 值 时 , 齐 次 线性 方程 组 


Zi 十 zz 十 ту + 4х,=0, 
2zi 十 zz 十 3zs 十 5х,=0, 


它 的 一 个 基础 解 系 可 以 为 


ху—х;+ Ах» — 2n =0, 
3zi 十 zz 十 5zs 十 (十 3)z， 一 0 


(4. 13) 
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有 非 零 解 ? 并 在 有 非 零 解 时 求 其 通 解 . 
解 ”由 于 系数 矩阵 是 方 阵 , 故 此 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 
是 系数 行列 式 det 4 一 0. 因为 


о Е. 
he =— a3}, 
1-1,4 —2 
з 1 5 А+З 
所 以 当 4==3 时 ,方程 组 有 非 零 解 . 此 时 
РЕ ИС 
12 1 3 5| a- |0 —1 1—3 
А -1 3 -2 0 —2 2 一 6 
T E E 0 —2 2 —6 
0 
п- |0 —1 1 —3 
nte јо 0 о 0 
0 0 о o 
于 是 ,有 同 解 的 方程 组 
n= 24, 
[Б аз — 324 
其 通 解 为 
一 2 一 1 
ali [telz h 
0 1 


其 中 ,co 为 任意 常数 . 


第 三 节 ” 非 齐 次 线性 方程 组 


与 齐 次 线性 方程 组 明显 不 同 的 是 , 非 齐 次 线性 方程 组 未 必 有 人 解 ,定理 4. 1 给 
出 了 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 . 在 这 节 中 将 讨论 解 的 结构 . 
设 
Ах=р (4.14) 
是 非 齐 次 线性 方程 组 ,以 4 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 
Ах=0, (4. 15) 
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称 为 (4. 14) 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 ,或 (4. 14) 的 导出 组 . 
非 齐 次 线性 方程 组 有 解 时 ,其 解 具有 怎样 的 性 质 ? 
定理 4.6 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 具有 性 质 : 
1. 非 齐 次 线性 方程 组 (4. 14) 的 任意 两 个 解 的 差 是 它 的 导出 组 (4. 15) 的 解 ; 
2. 如 果 加 是 非 齐 次 线性 方程 组 (4. 14) 的 解 ,6 是 它 的 导出 组 (4. 15) 的 解 , 那 
А 9 十 上 是 方程 组 (4. 14) 的 解 ; 
3. WR p 是 非 齐 次 线性 方程 组 (4. 14) 的 某 个 解 ,那么 (4. 14) 的 任意 解 n 
都 可 以 表示 为 
п=т +8, 
Ж & ЖЕШИН. 15) 的 一 个 解 . 
证 1. т.т 是 非 齐 次 线性 方程 组 4Ax= 有 的 两 个 解 . 因为 
Am 一生) 二 A —An: =p—p=0, 
所 以 т т Ж Ах=0 的 解 . 
2. 因为 
A(n+€)=An+AE=p+0=p, 
ТИ ntg Ж Ах=р Я. 
3. 因为 
т=з +01), 
由 上 面 的 性 质 1 #Т ЯЙ, g тро 是 导出 组 (4. 15) 9, E E= n тр, ШИВ р 
m +$. 
定理 4.7 对 元 非 齐 次 线性 方程 组 (4. 14) , 设 RCA р) = ККА) = г. 如 
R th 是 它 的 某 个 解 ,61 ,6,，…,&,-, 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 (4. 15) 的 一 个 基础 
解 系 ,那么 (4. 14) 的 全 部 解 为 
таё +в + Бс, 8. (4.16) 
其 中 ccz，…c-* 是 任意 常数 . 
上 式 称 为 非 齐 次 线性 方程 组 (4. 14) 的 通 解 (或 一 般 解 ). ть 称 为 (4. 14) 的 一 
个 特 解 . 
证 HFG sgg EF KREN EHA CA. 15) 的 解 , 根 据 定理 4.4, 它 们 
的 线性 组 合 还 是 (4. 15) 的 解 ,由 定理 4. 6 的 结论 2 可 知 ,(4. 16) 必 为 非 齐 次 线性 
方程 组 (4. 14) 的 解 . 
另 一 方面 ,根据 定理 4. 6 的 结论 3 可 知 , 非 齐 次 方程 组 (4. 14) 的 任意 解 必 能 
RRA. 16) 的 形式 . 
例 4.6 求解 线性 方程 组 
| х\+2х;+4х,—3х,= 1, 


3zi 十 5zz 十 6zs 一 4zt 一 1, (4.17) 
Ах,+5х,—2х,-+3х,=—2. 
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解 ”对 增 广 矩阵 施行 初等 行 变 换 , 得 
12 4 311] а-л 25 4 


rnin 
> 


(А: = |3 5 6 —4 1 0 一 1 
45 —2 3 0 一 3 一 18 
n-an f1 0 1 0 
| lo 1 ， 


0 0 0 ооо оо 
TA RCA :有 )) 一 RC4A) 一 2, 所 以 非 齐 次 线性 方程 组 (4.17) 有 解 , 并 且 有 与 
(4. 17) 同 解 的 方程 组 


ху=—3+8х,—7х\, 
х= 2—62; +524. 


把 它 写 成 
zı =—3+ 8z; 一 7zi， 
T= 2 一 6z: 十 5zi， 
23= 23, 
зн д 
其 中 的 хо, 是 自由 未 知 量 . 于 是 方程 组 (4. 17) 的 通 解 为 
21 =3 8 = 
ыык ЫЫЫ" 
Zs 0 1 0 
2, 0 0 1 
其 中 сос 为 任意 常数 . 


= 


容易 知道 ,向 量 | 。 [еккан ID 的 一 个 特 解 ,向 量 组 


8 1 (一 ?7 
一 6| | 5 
1 | ,| 。| 是 (4.17? 的 导出 组 的 一 个 基础 解 系 . 
0 1 
例 4.7 问 a,6 为 何 值 时 ,线性 方程 组 


ж. 2+ Za 十 х= 0, 
24 2х,+2х= 1, 

一 zz 十 (Ca 一 3)zs 一 2z 一 b, 
Зх\+ 2r: + 2з tar, =—1 


(4. 18) 
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有 惟一 解 ,无 解 ,有 无 穷 多 解 ? 并 求 出 有 无 穷 多 解 时 的 通 解 . 
解 ”对 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 施行 初等 行 变 换 , 得 


Д E ВС ТОЕЛ. МЕ СЕ 
К 0 
Ар 1 аз 2} 0 —1 a-3 —2 b 
3 2 1 a` 0 —1 —2 a-3i—l 

1015 r ©з 

тэт | 

пжл б. 2 ат 

0 0 а-1 0 {0+1 

оо о amii о 

由 此 可 知 : 


4 азё1 时 ,R(4) 二 R((A : 有 )) 一 4, 方 程 组 有 惟一 解 ; 
当 а=1,52 —1 M, R(A)=2, RCA :有 )) 一 3 方程 组 无 解 ; 
%4 a=1,b=—1 时 ,R(4) 二 R((A : p)) 一 2, 方 程 组 有 无 穷 多 解 . 此 时 方程 组 


的 增 广 矩阵 经 初等 行 变换 可 以 化 为 


0 1 
0 0 0 
оо о 0 
由 此 得 到 同 解 的 方程 组 
n= -1+ z+ ах, 
Ja 1—2х,—2х,, 
它 的 通 解 为 
7 1 1 
к 十 ci Ы 十 cz їз , 
0 0 
其 中 cscs 是 任意 常数 . 
习题 A 


1. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 : 
ху+@х,++3лу+1хл=0, 


Зх +22, х,—3хл,=0, 
221223 +61, =0, 
5л +42, 323 — х,=0. 


Зх 一 6zz 十 423+ 2х,=0, (2) 


22 一 4rz 十 52+ 3z, =0, 
od 
4Ах,—8х,+17ху+11х‹=0. 
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ж 22. 30 4.0, 20-632. л 52,0, 
x1— nt җ=0, За + n 25. —72,=0, 
(3) w 
2 32: —3х*=0, 42+ х,—3х,-+6х,=0, 
а 4. 30 21,0. 21—22. 423 —72,=0. 
2. 求 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 : 
一 2 十 3 一 4 一 4, 
n 一 mm， 
n һа 
antt n=l, 
а) Dont 3m += 1, 
@лу—®+ лу+2л=3, 
一 ?zz 十 3m 十 х= 
Засл 十 3z 一 5 
а 32. 223 Зда —5, 
а + nn t3n= 0, 
atr  —@җ=—6, ПИЕ 
21+ з.б +45,=—1, 
(3) Jin nmn z= l, w 
Bai 22,853 750—1, 
за-а-љ = 0. 


аі tbr z= 0. 
3. ауаз sas 满足 什么 条 件 时 ,线性 方程 组 
Tır: =a s 
20 —13=а:, 
2-0 =a, 
Taas =a, 
Zs — z, =as 
有 解 ? 在 有 解 时 求 其 解 . 
4. 4 为 何 值 时 ? 非 齐 次 线性 方程 组 
Anit nt n=l, 
| жу+Алз+ n= А, 
mit rtir =° 
D 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 穷 多 解 . 
5. 问 为 何 值 时 ,线性 方程 组 
Zi 十 2zz 十 za 一 2， 
| Zi 十 zz 十 za 一 
hz 一 ntn 一 4 
有 惟一 解 ,无 解 , 有 无 穷 多 解 ? 求 出 有 无 穷 多 解 时 的 通 解 . 
6. 问 ae, 为 何 值 时 ? 线性 方程 组 
х +222 = 3, 
4zi 十 7zz 十 zs 一 10， 
22— з= Б, 
22, +32: Haz; = 4 
有 惟一 解 ;无 解 ; 有 无 穷 多 解 . 并 在 有 解 时 求 其 解 . 
7. B 5..5... 是 齐 次 线性 方程 组 hx 一 0 的 一 个 基础 解 系 ,证 明 E +E HEE + 


也 是 它 的 一 个 基础 解 系 . 

8. тотто 是 非 齐 次 线性 方程 组 hx 一 的 * Mk skk, 是 一 组 常数 ,证 
т аль лр, ДНЕ А БА БА 1. 

9. п MERA 的 各 行 元 素 之 和 都 等 于 零 , 且 4 的 秩 为 一 1, 求 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 
的 通 解 . 

10. ЖА тхл, BH nX s ЕРЕ, Н 4B 一 0, 证 明 B 的 各 列 都 是 齐 次 线性 方程 组 
4x 一 0 的 解 . 


J ж B 


1. 已 知 齐 次 线性 方程 组 
Ах\+ zz 十 五 十 х,=0, 
zi 十 hz 十 n+ z=0, 
zi 十 Zit+Azi+ z=0, 
Zi 十 nt ху+Ах,=0. 
试 讨论 满足 何 种 条 件 时 
(1) 方程 组 仅 有 零 解 ? (2) 方程 组 有 非 零 解 ? 在 有 非 零 解 时 , 求 出 它 的 一 个 基础 解 系 ， 
2. 问 a,b 为 何 值 时 ,线性 方程 组 


A+a)zı + zz 十 a= 1, 
2zx1 十 (2 二 a)z: 十 2х,= 2, 
3zi + 3zrz: 十 (3 十 a) zs 一 3, 
4zi 十 4zz 十 47zs 一 4 十 Q 


无 解 ,有 解 ? 在 有 解 时 求 其 解 . 
1 


1 
0 1 1 2 К 
3. 设 向 量 组 mw 一 aleja eS la eT] ы ppa "472 
3 5 1 a+8 5 


何 值 时 ， 
(1) 向 量 甩 不 能 由 向 量 组 a ,az ,as ,a, 线性 表示 ; 
(2) 向 量 户 能 由 向 量 组 а. ,az ,as ,a 线性 表示 ,并 求 出 表示 式 . 
4. п АЕРА 的 行列 式 det A=0,H A 中 元 素 aw 的 代数 余子 式 Aw #0, ШЕВ 
(An ,Ass An)" 是 齐 次 线性 方程 组 Ах=0 的 一 个 基础 解 系 . 
5. ША тхл, BH nX s ЖЕЕ. H AB=0O, 证 明 
R(A)+R(B)<n. 
6. ША ут хп, КСА) = г, ПЕЕ Е пг 0 п (пг) B, 使 
得 4B 一 O. 
`7. 设 m заг ,as 是 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 hx 一 有 的 三 个 解 向 量 , 旦 4 ЮКСА) =3. 
已 知 
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(1 
2 
| 
4 

求 此 方程 组 的 通 解 . 
а, ,as yas ›а,)›а а: ,on ,Qt 均 为 4 维 列 向 量 , 其 中 а: ,as ,at 线性 


8. 已 知 4 阶 方 阵 4 一 
ЖЖ ›а, 一 2a: 一 as ,如 果 В= а, +a: + а; + а, , 求 线性 方程 组 Ах= В. 
9. 设 A 是 mXnn 和 矩阵 ,R(4) 二 r<n, 证 明 齐 次 线性 方程 组 Ах=0 的 任意 "一 "个 线性 无 


关 的 解 都 是 它 的 一 个 基础 解 系 . 
10. 设 和 4 是”(" 之 2)? 阶 和 矩阵 ,4 "是 4 的 伴随 矩阵 ,证 明 
n, %4 КСА) =п; 
anfia rwn 
0,4 К(А)<л—1. 


11. 证 明 : 向 量 能 由 向 量 组 al ,a:,，…,a. 线性 表 出 的 充分 必要 条 件 是 向 量 组 wi ， 


oa Jaa an B ОВАН Ар. 并 利用 这 个 结论 给 出 定理 4. 1 的 另 一 个 证 明 . 
а, 线性 表 出 , 且 表 法 不 惟一 的 充分 必要 条 件 是 向 


12. 证 明 :向 量 记 能 由 向 量 组 ai ,az ,… 
基 组 w ,az ,…，au 5а ,Gs，… за, 1 的 秩 相 等 , 且 小 于 .再 利用 此 结论 给 出 定理 4. 2 的 另 一 
个 证 明 . 
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线性 空间 又 称 为 向 量 空间 . 在 一 定 意义 上 ,线性 空间 是 几何 空间 的 推广 和 抽 
象 . 由 于 线性 空间 的 理论 具有 高 度 的 概括 性 和 广泛 的 应 用 性 ,因此 它 是 线性 代数 
的 中 心 内 容 之 一 . 这 一 章 中 我 们 将 介绍 线性 空间 的 概念 及 其 简单 的 性 质 , 讨 论 线 
性 空间 的 基 和 维 数 . 介绍 线性 变换 的 概念 和 线性 变换 的 矩阵 表示 . 


第 一 节 线性 空间 的 概念 


一 、 数 域 


在 讨论 数学 问题 时 ,经 常 要 强调 数 的 取 值 范围 ,很 多 时 候 都 如 同 解 线性 方程 
组 那样 ,仅仅 对 数 进行 四 则 运算 . 为 此 ,引入 下 面 的 

定义 5.1 设 K 是 一 个 数 集 , 如 果 

(1) 0,1EKi 

(2) 对 于 任意 的 a,bEK, 都 有 a 十 bE K,a 一 bE K,ab€ K, 且 当 b 关 0 时 ， 
大 EK, 那 么 称 K 是 一 个 数 域 . 

有 理 数 集 Q、 实 数 集 R、 复 数 集 C 都 是 数 域 ,分 别称 为 有 理 数 域 . 实 数 域 和 复 
数 域 .但 整数 集 就 不 为 数 域 .除了 有 理 数 域 . 实 数 域 和 复数 域外 ,还 有 

00/2) ={a+bV/Zla bE Q} 

也 是 数 域 . 按照 这 样 ,可 以 构成 任意 多 个 数 域 . 因此 ,有 无 穷 多 个 数 域 . 容易 证 明 ， 
任意 数 域 都 包含 有 理 数 域 . 


二 、 线 性 空间 的 定义 和 例子 


几何 空间 的 所 有 向 量 (矢量 ) ,实数 域 上 的 所 有 п TAERA Е", KARE 
的 所 有 тп 矩阵 R”"" 等 ,尽管 这 些 集 合 的 元 素 不 同 ,但 不 难 发 现 它们 具有 共同 
的 性 质 . 即 , 这 些 集合 中 的 元 素 都 具有 各 自 的 加 法 和 与 数 的 乘法 两 种 运算 ,虽然 
运算 的 定义 有 差异 ,但 是 满足 相同 的 运算 规律 ,例如 ,加 法 的 交换 律 ,结合 律 , 数 
乘 的 分 配 律 等 . 对 这 样 共同 的 代数 性 质 加 以 概括 和 抽象 就 得 到 了 线性 空间 的 
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定义 . 
定义 5.2 设 V 是 一 个 非 空 集合 ,K 是 一 个 数 域 . 如 果 有 一 个 规则 ,使 得 对 
于 V 中 的 任意 两 个 元 素 a,p, 在 V 中 有 惟一 的 元 素 与 它们 对 应 , 称 为 a 与 p 的 
AEX atp, MEV 中 定义 了 加 法 运算 .还 有 一 个 规则 ,使 得 对 于 K 中 任意 数 
k 5V 中 的 任意 元 素 a, 在 V 中 有 惟一 的 元 素 与 它们 对 应 , 称 为 与 a 的 数量 乘 
积 , 记 为 ka, MEXT V 的 元 素 的 数 乘 运算 ,并 且 这 两 种 运算 满足 如 下 八条 
规律 : 

(1) a+p=pta MEXR); 

(2) (a 十 让 十 7 二 a 十 (B 十 7) (加 法 结合 律 ); 

O) V 中 有 一 个 元 素 , 记 为 0, 它 使 得 

at+0=a, Va€V, 

具有 这 个 性 质 的 元 素 0 称 为 V 的 零 元素 ; 

(4) 对 于 每 个 aEV, 存 在 BEV ,使 得 

a+p=0, 

具有 这 个 性 质 的 元 素 Bp 称 为 a 的 负 元 素 ; 

(5) klat+p)=ha+tp; 

(6) (k+Da=ka +10; 

(7) (а= 0а); 

(8) 1а=а, 
Ж ap, YEV, k, LEK, У 是 数 域 K 上 的 一 个 线性 空间 . 

数 域 K 上 的 线性 空间 V 记 成 Vx ,在 数 域 明 确 的 情形 时 也 可 以 简 记 为 V. 线 
性 空间 也 称 为 向 量 空间 ,线性 空间 的 元 素 都 称 为 向 量 . 

例 5.1 数 域 K 上 所 有 n 元 有 序数 组 的 集合 K", 对 于 nn 元 有 序数 组 的 加 法 
和 数量 乘法 ,构成 数 域 K 上 的 一 个 线性 空间 . 

例 5.2 ЖК Б т хп EERE K” ,对 于 和 抢 阵 的 加 法 和 数 与 矩 
阵 的 乘法 ,构成 数 域 K 上 的 一 个 线性 空间 . 

例 5.3 实 系数 齐 次 线性 方程 组 Ах=0 的 全 体 解 所 成 集合 U, 对 于 解 向 量 
的 加 法 和 数 乘 ,构成 实数 域 R 上 的 一 个 线性 空间 , 称 其 为 4x 二 0 的 解 空间 . 

例 5.4 数 域 K 上 所 有 一 元 多 项 式 的 集合 K[x], 对 于 多 项 式 的 加 法 和 数 与 
多 项 式 的 乘法 ,构成 数 域 K 上 的 一 个 线性 空间 . 

例 5.5 ЖЮК 上 所 有 次 数 小 于 ?的 一 元 多 项 式 的 集合 天 [zx], 对 于 多 项 
式 的 加 法 和 数 与 多 项 式 的 乘法 ,构成 数 域 K 上 的 一 个 线性 空间 . 

例 5.6 设 S 是 实数 域 R 的 一 个 非 空子 集 , 定 义 在 S 上 的 所 有 函数 的 集合 
Rs ,对 于 函数 的 加 法 和 数 与 函数 的 乘法 ,构成 实数 域 R 上 的 一 个 线性 空间 . 

例 5.7 数 域 开 按照 数 的 加 法 和 乘法 ,构成 K 上 的 一 个 线性 空间 . 
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设 V 是 数 域 K 上 的 一 个 线性 空间 . 由 线性 空间 的 定义 可 以 得 到 一 些 简 单 的 
性 质 . 


1. 零 向 量 是 惟一 的 . 
假设 01 ,0 都 是 Y 的 零 向 量 . 因为 0, 是 零 向 量 ,所 以 
0, +0: 一 0:. 
由 于 0; 是 零 向 量 , 所 以 
0 +0: =0,. 


于 是 0 一 0:, 因 此 Y 的 零 向 量 是 惟一 的 . 

2. 每 个 向 量 的 负 向 量 是 惟一 的 . 

假设 p,Y 都 是 a 的 负 向 量 . 由 gc 十 8 一 0,a 十 y 一 0, 有 

Y 一 Y 十 0 一 Y 十 (a 十 及 一 (wa 十 y) 十 8 一 0 十 8 一 有 ,所 以 有 =7. 

а 的 负 向 量 记 为 一 a. 

3. 0a=0,k0=0, YkEK. 

只 证 明 前 一 等 式 , 后 一 个 留 给 读者 完成 . 因为 

0a+ta=0a+la=(0+1)a=la=a, 


两 边 加 上 一 a 得 
0a=0. 
4. 车 ka=0, 0] k=0 R a=0. 
4 RAO 时 ,有 
10а) = 10=0, 
还 有 
Tam=(1r)a=1a=a, 

所 以 a=0. 

三 、 子 空间 


线性 空间 Krl 是 开 [z] 的 子 集合 , 且 它 们 的 向 量具 有 相同 的 加 法 和 数 乘 
运算 ; 实 系数 n 元 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 的 解 空间 U 是 线性 空间 R 的 一 个 子 
集合 ,其 向 量 也 有 同样 的 运算 .为 了 表明 这 样 的 关系 ,给 出 

定义 5.3 设 口 是 线性 空间 V 的 一 个 非 空子 集 . 如 果 它 对 于 V 的 加 法 和 数 
乘 两 种 运算 也 构成 线性 空间 ,那么 称 U 是 V 的 一 个 子 空间 . 

容易 知道 ,在 线性 空间 V 中 , 仅 由 零 向 量 组 成 的 集合 {0} 是 V 的 一 个 子 空 
间 , 称 它 为 零 子 空间 .V 自身 也 是 V 的 一 个 子 空间 . 这 两 个 子 空间 称 为 V 的 平凡 
子 空间 ,其 他 的 称 为 非 平 凡 子 空间 . 
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定理 5.1 ШО 是 线性 空间 Vx 的 一 个 非 空子 集 . 则 U У 的 子 空间 的 充 
分 必要 条 件 是 它 对 于 V 的 加 法 和 数 乘 运算 是 封闭 的 . Ер 

1. 如 果 a, PEU, 那 么 ac+pPEU; 

2. 如 果 gEU,kEK, 那 么 ha EU. 

证 必要 性 ”由 线性 空间 的 定义 就 可 以 得 到 . 

充分 性 ”由 所 设 条 件 知 道 ,V 的 加 法 和 数 乘 也 都 是 U 的 运算 . 因为 U 中 的 
元 素 也 在 线性 空间 V 中 ,所 以 U 的 这 两 个 运算 能 够 满足 定义 5. 2 的 运算 规律 
1),2),5),6),7) 和 8). 由 于 U 是 V 的 非 空子 集 , 必 有 某 个 aEU, 所 以 0gEU, 即 
0EU. 又 当 aEU 时 ,由 已 知 条 件 还 可 以 得 ,( 一 DaEU, 即 一 a€EU. 也 满足 
定义 5. 2 的 运算 规律 3) 和 4). 综 上 可 知 ,U ЕК 上 的 一 个 线性 空间 ,从 而 是 
的 一 个 子 空间 . 口 

用 此 定理 不 难 证 明 

例 5.8 Кх], 是 K[x] 的 一 个 子 空间 . 

例 5.9 R”" 中 的 全 体 对 称 (反对 称 、 上 三 角 、 下 三 角 ) 和 矩阵 构成 它 的 一 个 子 
空间 . 

例 5.10 Hasa an 是 线性 空间 Ук 的 一 组 向 量 ,它们 的 所 有 线性 组 
AICR LCa asan) BD 

Lla заз," an) = {kia аг А Аа lki skis skn EK}. 

根据 定理 5. 1, LCa заг," за) Ук 的 一 个 子 空间 , 称 为 由 w ,az,…,ao 生成 
的 子 空间 . 
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由 线性 空间 的 定义 不 难 知道 ,线性 空间 要 么 仅 含 零 向 量 ,如 果 含 有 非 零 向 
量 ,就 必 有 无 穷 多 个 向 量 . 怎样 研究 有 无 穷 多 个 元 素 的 线性 空间 ? 元 素 间 的 关系 
是 什么 ?也 就 是 说 要 和 弄 清楚 线性 空间 的 结构 . 再 者 ,能 否 给 出 向 量 的 “数量 " 表 
示 , 也 就 是 如 何 建立 起 抽象 的 向 量 与 具体 的 “数量 "之 间 的 联系 . 这 些 是 本 节 要 讨 
论 的 问题 . 

一 、 基 8н а 

在 讨论 n 元 数组 时 用 到 了 线性 表示 、 线 性 相关 ,线性 无 关 等 概念 ,这 些 概念 都 
可 以 推广 到 线性 空间 中 ,由 这 些 定义 出 发 所 得 到 的 结论 在 线性 空间 中 也 都 成 立 . 


定义 5.4 在 线性 空间 V 中 ,如 果 有 ?个 向 量 gl ,a:，,… ,a, 线性 无 关 , 并 且 
任意 向 量 都 可 以 由 它们 线性 表示 ,那么 称 а, ,a:,… ,a, 为 V 的 一 组 基 ,n 称 为 V 
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的 维 数 ,V 称 为 ” 维 线性 空间 . 

仅 含 零 向 量 的 线性 空间 的 维 数 是 0. 如 果 线 性 空间 中 有 任意 多 个 线性 无 关 
的 向 量 , 则 称 其 为 无 限 维 线性 空间 . KLx] 就 是 一 个 无 限 维 的 线性 空间 ,在 线性 代 
数 中 ,只 讨论 有 限 维 线性 空间 . 

例 5.11 元 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 的 基础 解 系 就 是 方程 组 解 空间 U 的 
基 , 如 果 系 数 和 矩阵 4 WEK r IA U пг 维 线性 空间 . 

例 5.12 WA lxs E K[xj, 中 的 线性 无 关 向 量 组 , 域 K 上任 
意 次 数 小 于 n 的 一 元 多 项 式 都 可 以 由 它们 线性 表示 ,所 以 lx ER 
性 空间 Кх), 的 一 组 基 ,K[x], Ж п 维 线性 空间 . 


нез жанан к 中 ,因为 向 量 组 Bi 一 (100)， 
Be) 
局 一 (0 0 ) 线 性 无 关 , 上 任意 2X3 逢 阵 部 可 以 由 它们 线性 表 出 ,所 以 Ba 


Ex, En ,Ez ,Ez ,Es 是 К° 8) — #3, К 是 6 维 线性 空间 . 一 般 地 , КРДЕ 
m Xn 维 线性 空间 . r 

0] 5.14 向 量 组 w sman 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 是 子 空 间 LC ,az ，， 
oo) 的 一 组 基 , 因 此 ,L(a заг "за ) 的 维 数 等 于 向 量 组 mw ,as ,…,@, 的 秩 . 

容易 知道 ,n 维 线性 空间 中 的 个 线性 无 关 的 向 量 都 可 以 构成 它 的 一 组 基 . 
如 果品 是 V 的 子 空间 ,那么 U 的 维 数 不 大 于 V 的 维 数 . 而且 有 

定理 5.2 БУл 维 线性 空间 ,如 果 向 量 组 аза, а. 线性 无 关 , 那 么 
EV Ф п-т Ма Ant an , EIF ал502," Gn mt 
а, Æ V 的 一 组 基 . 

证 ШЖ т=п, а, ,az ,…，,a, 就 是 V 0—12. 9 т<п, ШЕ а.а," 
а, 不 是 V 的 一 组 基 , 那 么 V 中 有 向 量 不 能 由 ai ,a ，… ,a 线性 表示 ,譬如 ant 
是 一 个 这 样 的 向 量 ,于 是 向 量 组 a ›а; ，… 5а, ,an+i 线 性 无 关 . 如 果 m= n, 0 
аа 5027750 за E V 的 一 组 基 . 如 果 m 十 1 二 n, 与 上 面 同样 的 ,应 有 am+: 使 
得 ,ai ，… ,Qn Ani Ani REER. 依次 下 去 ,就 可 以 得 到 ?个 线性 无 关 的 向 量 
А1 00,9% An Ani Amt yo 它们 构成 V 的 一 组 基 . 

定理 也 表明 了 , 子 空间 的 一 组 基 必 可 以 扩充 成 整个 空间 的 基 , 因 而 含有 非 零 
向 量 的 线性 空间 一 定 存在 基 . 基 的 重要 性 之 一 是 ,线性 空间 的 每 个 向 量 都 可 以 由 
它们 惟一 的 线性 表示 . 

定义 5.5 ааг, "а. 是 线性 空间 Ук 的 一 组 基 , 如 果 &EVx 可 以 表 为 

一 zial 十 zzgz 十 … 十 Ze 
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ДК Са, уло ，… ,Zz,)" 为 向 量 在 基 ui,az,…，,a。 下 的 坐标 . 
由 于 基 向 量 是 线性 无 关 的 ,所 以 坐标 是 由 向 量 以 及 基 的 选取 所 惟一 确定 的 . 


WREE EEEa ,az,…，,a。 下 的 坐标 为 (zi,z,…,z,)7, 仿 照 矩 阵 的 乘 
法 ,可 以 “形式 ”地 记 为 


` 


&=‹а,,а;,+е›а„) 


1 
例 5.15 试 求 线性 空间 R 中 向 量 |2 | 在 基 
1 
1 1 1 
修一 |1| ,=| 1 тв ч 
1 一 1 一 1 
下 的 坐标 . 


解 设 所 求 的 坐标 是 (zi ,zs ,zs)" ,那么 


1 . 
g =a Боор tth» 
1 


Bp 
Zl 十 zz 十 zs 一 1， H 
i 十 zz 一 Za 一 2， 
nnl. 
解 之 得 
T1117 FT + 
1 
1 1 
所 以 向 量 |2| 在 基 отот РЕВЕ 2 
1 _1 
2 


#1 5.16 线性 空间 К[х]), 中 向 量 /(х) a Harta H 


=+ал Е 
Ж 1,х,х° ‚е ,х" ' 下 的 坐标 是 (ao ,al ,as，…,a,1)", 于 是 
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. SOSE A,x) az 


N an-ı 


二 、 基 变换 与 坐标 变换 ， 


如 果 线 性 空间 有 非 零 向 量 ,那么 它 就 有 不 同 的 基 . 一 个 向 量 在 两 组 基 下 的 坐 
标 未 必 相同 ,它们 的 关系 是 什么 ? 这 是 下 面 要 讨论 的 问题 . 

Ptaa an, 和,P,，…,p. 是 线性 空间 Ук 的 两 组 基 , 那 么 这 两 个 向 量 
组 等 价 . 如 果 


В. = (а aan) |, 


В. = (а. а: ,0,) Г» 


В. = (а, atan) , 


将 上 述 等 式 合 起 来 , 记 成 矩阵 乘法 的 形式 : 


Ca Соп **° Can 


(让 ,pp 一 (aa ao | д ШЫ К< 


简 记 为 
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CB speso Ba) = Сал aa 0)C. 
定义 5.6 矩阵 C 称 为 由 基 @1 ,a;,… ,a, PÆ p peop REER. 
过 渡 矩 阵 是 可 逆 矩 阵 . 
定理 5.3 Basma, 和 有 记 , 记 ,…, 有 是 线性 空间 Ук 的 两 组 基 . 如 果 
EIR G ERX ТАКА ЯРЫ х= (ху Eear En) Tr Y= Су, узе, у), 
<А ар 
х= Су, 
其 中 C 是 由 基 ai аг, "а, PÆ В.В." „В. ЙЕН. 
证 由 
у у 
E= Bobbo | 


* |= Ca ,а:, a )C Е , 

У Yn 
可 以 知道 ,向 量 上 在 基 wi aan FAIRA Су, LE & EH a yaz，…an 
下 的 坐标 是 ,而 向 量 在 一 组 基 下 的 坐标 是 惟一 的 ,所 以 


х=Су. 
1 | 
对 于 例 5. 15 ,我 们 也 可 以 这 样 考虑 ,容易 知道 向 量 |2 | 在 基 t 
А 1 
1 0 0 
E= |0|,&; = |1|,в;= |0 
0 0 1 
1 
下 的 坐标 是 |2 | ,由 基 si ,sz ,gs 到 基 рте ото 的 过 渡 矩 阵 为 ! 
1 
1 1 1 
1 t =i fe 
н Т! 
4 
所 以 |2| 在 基 mmm 下 的 坐标 为 
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第 三 节 线性 变换 


线性 变换 是 线性 空间 的 向 量 之 间 重要 的 ,也 是 最 基本 的 联系 ,因为 它 是 保持 
向 量 线性 运算 的 变换 . 这 节 介绍 线性 变换 的 概念 ,并 给 出 线性 变换 与 矩阵 的 关 
系 ,使 得 对 抽象 的 线性 变换 的 讨论 就 显得 比较 具体 了 . 


一 、 定 义 和 例 子 


定义 5.7 设 是 线性 空间 Ук 到 Ук 的 一 个 映射 , 且 满 足 Va,BEVx， 
VkE K 都 有 
sa 十 及 一 sc) 十 spB)， 
HAka)=kA(a), 
那么 称 % 是 Ук 的 一 个 线性 变换 . 
例 5.17 在 线性 空间 Kp, EX 
A(X)=XT, XEK"”", 
因为 VX,YE K"”", YkEK Ж (Х+Ү)Т=ХТ+ҮТ,(ЕХ)Т 一 kX ,也 就 是 
AX+Y) = ЖХ) + ЖҮ), 
SARX)=kAX), 
所 以 4 是 K"* 的 一 个 线性 变换 . 
例 5.18 取 一 AEK"”", 在 K" 中 定义 
ME) АЁ, EEK". 
AH VYE ЄК", YAEK RH AGH =А& Ат, AE) =k CAG) ,也 就 是 ， 
NEHMEN HAM), 
SARE) =kAE), 
所 以 x 是 线性 空间 К" 的 一 个 线性 变换 . 
例 5. 19 在 线性 空间 Kix], 中 , 求 微 商 的 运算 , 记 为 2, 即 
USD= у (к), 
是 一 个 线性 变换 . 

例 5.20 把 线性 空间 V 中 任意 向 量 都 变 成 零 向 量 的 映射 是 一 个 线性 变换 ， 
称 为 零 变 换 . 把 V 中 每 个 元 素 都 变 为 本 身 的 映射 是 一 个 线性 变换 , 称 为 便 等 变 
换 或 单位 变换 . 

设 ARRESE Ук 的 一 个 线性 变换 ,容易 知道 

(1) 5000) =0; 

(2) 0—0) = KẸ); 
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(3) 50.6 Hkr + +H kng m) = kı KG) БА KE) HHn NEn). 


二 、 线 性 变换 的 矩阵 


设 冯 是 线性 空间 Ук 的 一 个 线性 变换 ,a ,as,…,a, 是 Ук 的 一 组 基 ， 
ЕЄ ҮК. ШЖ 2= 20. +20: +" х,а, , ЖА 
Е) = ху а) Бх Жав) +5 ох, Man). 
这 就 是 说 ,6 在 线性 变换 x 下 的 像 NO ЖЕН ЗЕЯ Aa), Aa) y Aan) 
惟一 确定 . 换言之 ,如 果 知道 了 基 的 像 , 那 么 任意 一 个 向 量 的 像 也 就 清楚 了 . 
设 Ka), Aa), Aan) ЕН Ж ,as，…,@, 惟一 表示 为 
Ma) апа Hana +H Hanan» 
Mar) =a Hant + Кага, 


Man) = anA, аа: H Ham An» 
按照 形式 记 法 ,将 上 述 关系 式 简 记 为 


Ma ›а: man) 一 (Glass)4A， 


ап аш an 
_ |an an + аһ З 
其 中 | . { | ЖЕ A 的 第 j 列 是 向 量 Ya) 在 基 ал ,as，…，a， 


Qn Qnr lnmn 
下 的 坐标 . А 称 为 线性 变换 在 基 а ,az ，…，,a, 下 的 矩阵 . 
例 5.21 线性 空间 КГх), 中 , 求 微 商 的 变换 9 在 基 l, x ex F E 
阵 是 


0 1 0 

0 0 2 

0 0 0 

А А # , 
0: 20.50: еа 


ооо ++ 0 
хожа, к 
‚жү g p ГЕШ 
Or 1 0 = 0 


0 0 1 
0 0 0 
0 
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例 5.22 在 线性 空间 K*** 中 ,规定 A(X) 二 X XEK 2 ,那么 是 K** 的 
一 个 线性 变换 . 对 于 基 


É ja 人 E je-( 1) 
人 (= 人 (人 
由 于 
AEn) =Е\, = (En En Ez Ez) 
MEn) = En = (En Ex Ez Ez) 


MEn ) = Е = (En Ex „Ez E2) 


Ез) = ЕЁ» = СЕ Ex ,Е; ,Ez2) 


ноосоо ооо Onroad Soon 


所 以 AEI Eu ,Ei , ,Ez 下 的 矩阵 是 
1 ооо 
0 0 1 0 
010 0| 
0001 
定理 5.4 设 线性 变换 AEE aasa, FERREE A, H &{ЕЖа\, 
Gz ，… ,Qn 下 的 坐标 为 x 一 (ziz，…zo)7, 则 A(E) 在 这 组 基 下 的 坐标 是 Ах. 
证 由 假设 5=zia: 十 rzaz 十 … 十 zw, 于 是 
AMG) = ху Ma) Hr: Ma) + Бх, AMan) 


21 


т; 


= (Жа), аз), Aan) ) 
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Tı 
=(@ yao ,0 ) A Е y 
2, 
这 表明 NEEE аз ,az,…,a 下 的 坐标 为 Ax. 
下 面 的 定理 表明 了 一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 之 间 的 关系 . 


定理 5.5 设 以 是 线性 空间 V 的 线性 变换 ,如 果 以 在 两 组 基 a ,as ，… 
和 ,PB:，…,p, 下 的 矩阵 分 别 为 4,B, 则 B= 二 C™'AC, 其 中 C 是 由 基 @i заг," 


ЗЈЭЕ р, „Ва =" „В, 的 过 渡 和 矩阵 . 
证 由 假设 ,有 
Ma as) 一 (Gy az 0 )A, 
ФВ. ,有 有) 一 (aa ao)C. 


于 是 
MPi ‚В, Ba) =A [Са as av)C] 
一 [sa as， av)]C 
= (а 02,0 AC 
一 (有 ,8 2С АС. 
х 


AP „В. В.) = (В, „В. „В, 
由 于 线性 变换 在 给 定 基 下 的 矩阵 是 惟一 的 ,因此 ВЕС АС. 
例 5.23 设 三 维 线性 空间 V 的 线性 变换 /在 基 є, ,sz ,ss 下 的 矩阵 为 


1 4 2 
А=|0 —$ 4|, 
0 4 3 
Ж x 在 基 
M =, ,1р = 22, He: +2; , M: = — 28: +83 
下 的 矩阵 . 
解 ”因为 由 基 esee 到 基 momom 的 过 渡 和 矩阵 为 
1 2 1 
01 ls 
0 2 1 
所 以 线性 变换 AEE mon 下 的 矩阵 是 
让 4 2112 1 
0 1 = 0-23: e 1 K 
0 2 1 0 4 3) 10 2 1 
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几何 空间 的 向 量 除 了 线性 运算 、 线 性 关系 外 ,还 有 度量 性 质 ,如 向 量 的 长 度 、 
两 个 向 量 的 夹 角 等 . 在 这 节 中 将 介绍 具有 数量 积 的 实 线性 空间 一 一 Euclid 空间 ， 
这 样 的 线性 空间 也 具有 如 同 几何 空间 的 度量 性 质 . 


一 、 定 义 和 例 子 


定义 5.8 设 V 是 实数 域 RR 上 的 一 个 线性 空间 ,V 上 的 一 个 二 元 实 函 数 , 记 
作 [a, 有 ,如 果 它 满足 : Ya,p,YEV,kER, 有 
(1) [a B]= B a] OFKE); 
(2) [atp,7]=[a,y]+[p,Y], 
Cka ,PB 二 kL[a,B]( 线 性 性 ); 
G) [a a] >0, ВИХ a=0 时 ,[a,a]==0( 正 定性 )， 
则 称 这 个 二 元 实 函数 [a, 门 是 V 上 的 内 积 ,定义 了 内 积 的 实 线性 空间 称 为 Euclid 
空间 . 
例 5.24 ÆR" P, Xf a= (a saz, san) B= Cbi sbort sbn) ,规定 
[а,В]= а, Harbe +--- а,Ь,. 
容易 验证 [a,pB] 是 R 上 的 一 个 内 积 , 称 它 为 R* 上 的 标准 内 积 ,于 是 ,R" 成 为 
Euclid 空间 . 
没有 特别 的 说 明 , 以 下 称 R" 是 Euclid 空间 ,其 内 积 都 是 按 上 述 的 定义 . 
例 5.25 ФЕ Е" 中 ,对 a 一 (ayas，…as) ,B=(b ,bss sbn), 
规定 
Га,В]= а,б, + 2а, ++ na,bn. 
容易 验证 ,这 样 定义 也 是 一 个 内 积 ,R" 也 成 为 Euclid 空间 .但 它 是 与 例 5. 24 Ж 
同 的 Euclid 空间 . 
例 5.26 REx], 中 ,规定 


[f(x) ,g(x)]= [, f(x)g Cx) dx. 
根据 定 积分 的 性 质 ,容易 验证 ,[f(x) ,g(x)] 是 R], 上 的 一 个 内 积 ,因此 R[z]。 


94 第 五 章 线性 


空间 与 线性 变换 


成 为 Euclid 空间 . 


由 于 Euclid 空间 具有 内 积 , 因 而 就 可 以 引出 向 量 长 ,向 量 的 夹 角 等 度量 性 


定义 5.9 非 负 实 数 V [aa] 称 为 向 量 a 的 长 (或 @ 的 范 数 ), 记 为 |a|. 


容易 知道 , 零 向 量 的 长 为 0, 非 零 向 


量 的 长 是 正 实数 .还 有 


lka|=lkilal. 


长 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 如 果 


在 欧 氏 空间 V 中 , Ya,pBEV, 都 有 
|[a,p] 


a 关 0, 则 二 -a 是 单位 向 量 . 


lal 


<lal l$l 


等 号 成 立 当 且 仅 当 w, 有 线性 相关 . 上 式 称 为 Cauchy - Schwarz 不 等 式 , 也 称 
Cauchy = Буняковскнй 不 等 式 . 这 里 略 去 它 的 证 明 . 


定义 5. 10 在 欧 氏 空间 中 ,两 个 非 


Га,В) 


零 向 量 a,B 的 夹 角 记 为 xc,B) ,规定 为 


《ay 有 ) 一 arccos 


ipl ‚о<‹а,ф<т. 


由 此 定义 可 以 得 出 ,(o,B) 一 地 当 且 仅 当 [wx, 丰 一 0. 于 是 ,有 


定义 5.11 
例 5. 27 
(1,0,2)7 都 正 交 . 


如 果 [a, 月 二 0, 则 称 @ 


在 Euclid 空间 Rs 中 求 一 


УВ EX. 
个 单位 向 量 与 向 量 w = (1,1,0), о = 


М Жуа, ,a 都 正 交 的 向 量 , 设 为 有 = (zi ,zx ,zs)" ,那么 它 应 该 是 方程 


组 


| 


[а\,3]=а1й=х+х,=0, 
[@:,B]=alpB=z+2z; =0 


的 解 . 解 之 ,得 一 个 解 8 一 (一 2,2,1)7. 将 有 单位 化 得 


11 
NEN 
它 就 是 与 m ,as 都 正 交 的 单位 向 量 . 


—2,2,1)", 


定义 5.12 在 Euclid 空间 中 ,一 组 两 两 正 交 的 非 零 向 量 称 为 正 交 向 量 组 . 
由 单位 向 量 构成 的 正 交 向 量 组 称 为 规范 正 交 向 量 组 . 
向 量 组 si ,8:,… ›в„ 为 规范 正 交 向 量 组 的 充分 必要 条 件 是 
0,24 15) 时; 


[ee 站 一 


定理 5.6 正 交 向 量 组 必 线 性 无 关 
证 popop 是 正 交 向 量 组 
А +2,В. + 


1, 当 i=j 时 . 


， 有 一 组 数 ki skoot skn (E 
Hkn Ba =0. 
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因为 当 ;天 ) 时 ,[p;,p;] 二 0, 所 以 用 В. 与 上 式 两 边 做 内 积 ,得 
k[p. ,BJ=0. 

юн В.250, ЯГ ЯТіЙ ГВ, ,В.]220, А, =0,2=1,2, ---,т, Н В.В: ~", Bn 线性 
无 关 . 

定理 5. 6 表明 ,在 nn 维 Euclid 空间 中 正 交 向 量 组 所 含 向 量 不 能 多 于 ”个 . 

容易 知道 ,线性 无 关 的 向 量 组 未 必 是 正 交 向 量 组 . 

二 、 规 范 正 交 基 

在 平面 上 有 两 个 互相 垂直 的 单位 向 量 , 在 Euclid 空间 中 是 否 存在 由 规范 正 
交 向 量 组 构成 的 基 ? 下 面 的 定理 给 予 了 肯定 的 回答 . 

定理 5.7 在 Euclid 空间 中 ,如 果 向 量 组 a ,az ,… ,a 线性 无 关 , 则 有 规范 
正 交 向 量 组 e ,ss ,…,s。 与 之 等 价 . 

证 先 正 交 化 , 令 

В. =, 


Ва] 
Ь=а стр рл, 


аш Аза], ГВ а], [Жыз] 
В.а. Ip,p I BBF г ж жир шы 


容易 知道 ,向 量 组 p ,PB ，…,p, E а, aan 等 价 . 直接 计算 可 知 , 当 1563 时 ， 
[Bi,B;] 二 0, 所 以 ,PB ，… ,是 与 ai ,Ga:，… а. 等 价 的 正 交 向 量 组 . 

ИЖ Bi Boot ,BB 单位 化 , 取 

1 
BT 

于 是 el ,gz,…,s。 是 规范 正 交 向 量 组 , 且 与 向 量 组 w ,az ,… ,aw 等 价 . 

定理 5.7 所 用 的 由 线性 无 关 向 量 组 得 到 规范 正 交 向 量 组 的 方法 称 为 
Schimidt 正 交 化 过 程 . 

定义 5.13 在 nn 维 Euclid 空间 V 中 ,有 nn 个 向 量 的 正 交 向 量 组 称 为 V 的 正 
交 基 . 由 单位 向 量 构成 的 正 交 基 称 为 规范 正 交 基 . 

定理 5.7 也 表明 ,任意 非 零 Euclid 空间 都 存在 规范 正 交 基 . 

例 5.28 在 线性 空间 Rix]: 中 ,内 积 如 例 5. 26 所 规定 的 , 试 求 RLxj] 的 一 
组 规范 正 交 基 . 

A WRO] 的 一 组 基 ,a =l arar. 

正 交 化 , 令 


P=a=1, 
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Bm] _ _]-!`”%® 
应 一 az В. =z 一 二 =T, 
= pop] [зш Ё 


В. 0 18 :jp _ № 021 р 


Lp,p] [Bp] 
e f l+ zdr [= dz КЕТЕТ 
= r . T х = х ж 
Гала | z+ zdz 3 
FPH В, рь ЯУ, ЕНЕ 
gai G 1 —У2 
=т= 1 一 >， 
| az 
ЫЕ КЁ ушет 1 V6 
=т= 工 一 2Zz， 


则 s ,sz,g; 就 是 R[Lx]s 的 一 组 规范 正 交 基 . 


1 1 2 
2 1 0 1 

例 5.29 求 由 向 量 组 a 一 11192 |6060 |. ,一 | 一 ?| 生成 子 空间 
0 1 2 3 


V 的 一 组 规范 正 交 基 . 
解 ” 经 计算 ,a ,az ,at 是 向 量 组 ,as ,as ,ai 的 一 个 极 大 无 关 组 ,所 以 а, 
wz at ЖУ 的 一 组 基 . 
将 向 量 组 w ,az ,at 正 交 规范 化 . 先 正 交 化 , 取 
1 
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ELZ 94 
b =a [6:940 — 94А 
2 1 0 1 
00: 2 |2 —2|71|_5|0 
1-21 ejj 6|:| з3|—1[7 
3 0 1 2 
再 把 无, 尼 ,Pa 单位 化 , 取 
1 0 
а= =t] |,e =p ч 
ТАТ vell Г] 6 | 2 
0 1 
1 
1 1 | 0 
в =Т= kal 
2 


则 е sez ,83 就 是 V 的 一 组 规范 正 交 基 . 
定义 5.14 ”如 果实 方 阵 4 满足 44 7 一 已 ,那么 称 4 为 正 交 矩 阵 ， 
例 5.30 不 难 验证 ,如 下 的 矩阵 

0 —1\ /cos0 —sinĝ\ 1 14 2 
( o (нке sg °З |? E A 
2—2 1 


都 是 正 交 和 矩阵 . 


Ж п ИЗА | | ,其 中 mw ,as ,sas ЖА 的 行 向 量 组 ,由 于 


aai аа] -~ аа 
АА æa mai … mal | 
аа аа с аа, 
FEAA =E 当 且 仅 当 
0,34 152 时 ; 2 
аа! = 1, i=j Bf, i j=1,2,=,n. 


这 就 是 说 ,n 阶 实 矩阵 4 为 正 交 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 行 ( 列 ) 向 量 组 是 
Euclid 空间 В" 的 一 组 规范 正 交 基 . 
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在 Euclid 空间 中 ,两 组 规范 正 交 基 的 过 滤 答 阵 是 正 交 和 矩阵 . 
J ЖА 


1. 判断 下 述 集合 对 于 所 指 的 运算 是 否 构成 实数 域 上 的 线性 空间 . 
D 所 有 二 次 实 系数 多 项 式 的 集合 ,对 于 多 项 式 的 加 法 和 数 与 多 项 式 的 乘法 ; 
(2) 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 的 所 有 解 向 量 ,对 于 向 量 的 加 法 和 数 与 向 量 的 乘法 ; 
(3) 所 有 阶 实 可 道 答 阵 ,对 于 答 阵 的 加 法 和 数 与 矩阵 的 乘法 ; 
(4) 所 有 三 阶 实 对 称 矩阵 ( 实 反对 称 抵 阵 ) 对 于 矩阵 的 加 法 和 数 与 矩阵 的 乘法 ; 
5) 所 有 与 л=( 2) тизине, ЕЕЕ осно ЖЕРЕ ХО 
A 可 交换 是 指 ХА = АХ. 
2. 求 第 1 题 中 线性 空间 的 一 组 基 和 维 数 . 
1 2 5 2 
3 = 1 6 
3. 求 由 向 量 组 mw = pes pes pas], 生成 的 子 空间 的 一 组 基 
р} 4 7 = 
和 维 数 . 
а. 下 述 集合 中 哪些 是 K 的 子 空间 ， 
(1) у= (00,206) | Ersta ЄК}; 


(2) V= (01,22) x En ЄК), 

(3) Va = {Сау олоон) а Har "+z 0, ооох, EK); 
(4) М, = (С ох: н) а а Ба =l, долоох, ЄК 
(5) Vs={(z,27,.°" ,n7)T |rE К}; 


(6) У,={(х,у,+,у)Т|х,уЄ К}. 
5. Ж% 4 题 中 的 子 空间 的 一 组 基 和 维 数 . 
1 1 =} =} 


2 
6. а=] |,а:= := а= 
0 1 1 1 
(1) 证 明 m ,as ,as ,a 是 线性 空间 К' 的 一 组 基 ; 
1 
-5 
《2) 求 向 量 p= 0 在 基 a ,az ,as ,at 下 的 坐标 . 


4 
7. 设 4 是 一 个 实 常数 ,证 明 1,z 一 a,…,(z 一 a)"! 是 线性 空间 R[z], 的 一 组 基 , 并 求 向 
量 f(z) 二 1 十 zx 十 … 十 x”! 在 此 基 下 的 坐标 . 
8. 设 


习题 A 


2|. 


1 2 1 0 =ї 
а= | o Е 1з а= 111 |,Ь= 
223, 1 1 J; 0 
(1) 在 K 中 求 由 基 а, ,az ,as 到 基肥 pp 的 过 湾 和 矩阵 ; 
2 
(2) Ж «= | 5 | 在 这 两 组 基 下 的 坐标 . 
3 
9. 下 述 的 映射 哪些 是 线性 空间 K**? 的 线性 变换 . 
1 1 273 11 
а моо ( h |), D w= 1) 
(3) A OX) = Х+ХТ; (4) Ж) =X". 


其 中 XE KO, 是 区 的 伴随 矩阵. 
10. 求 第 9 题 中 线性 变换 在 其 Bi - (2 O) e= (0 в ( 


(0 ) 下 的 矩阵， 
0 1 
1. 求 线性 空间 K? 的 线性 变换 


z zı +222 
zj nt ntz 
1 0 0 
Ж e= |0 6 O| ТАЖ. 
0 0 1 
12. 已 知 
1 0 0 1 1 1 
а= [0[,6= |1|,6= 10) 和 ъ= |1, |11,љ | 
0 0 1 1 0 0 


是 线性 空间 R 的 两 组 基 . 如 果 线性 变换 使 得 
= 
1 
0 


2 
1 
1 


(6) = (в) = 


0 
(3) = Е , 
кык! 
* 

С) AE e: ,sz ,ss 下 的 矩阵 ; 

(2) A 在 基 mmp FHER. 

13. 设 三 维 线性 空间 Ук 的 线性 变换 SEE & ,sz ,ss 下 的 矩阵 为 
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D R AEE ss ,ez ,st 下 的 矩阵 ; 
(2) R AEW е, ke:re: 下 的 矩阵 ,其 中 EK Н А550; 
(3) R IEW а teese 下 的 矩阵 . 

1 1 1 


1 
14. 求 由 向 量 组 w, 一 


о 
5 = o 


正 交 基 . 
15. 求 齐 次 线性 方程 组 
| 2—2. +223+ z=0, 
z —3лу+5л‹=0, 
的 解 空间 的 一 组 规范 正 交 基 . 
16. 设 4,B 都 是 ” 阶 正 交 矩阵 ,证 明 


кү ШЕ 生成 子 空间 V 的 一 组 规范 


т! 


4 О 
С) А? REXER: (2) 4-: 是 正 交 矩 阵 !(3) АВ EEX: (4) (6 p) EERE. 


е 
17. Эп 维 非 零 列 向 量 , 试 证 明 E 一 2 SÈ 


于 5 是 对 称 的 正 交 和 矩阵 . 


18. 设 4 是 ” 阶 正 交 和 矩阵 ,证 明 : 对 任意 列 向 量 ER" 都 有 |4a| 一 |a|. 


J ж в 


1. 判断 下 述 集合 对 于 所 指 的 运算 是 否 构 成 实数 域 R 上 的 线性 空间 . 
С) 所 有 正 实数 的 集合 R ,加 法 “外 "和 数量 乘法 “。” 分 别 规定 为 
a®b=ab, Y a,bER* ;ka=at, VaER’ ‚ЄВ; 
(2) 平面 上 不 平行 于 某 一 非 零 向 量 的 全 体 向 量 所 成 的 集合 ,对 于 向 量 的 加 法 和 数 乘 . 


2. 求 第 1 题 中 线性 空间 的 一 组 基 和 维 数 . 


3. WEA WMR n 维 线性 空间 V 中 任意 向 量 都 可 由 a ,ar ,…',a. 线性 表 出 , 则 a ,az ，…， 


в, 是 V 的 一 组 基 . 


4 证 明 :在 线性 空间 V 中 ,如 果 任 意向 量 都 可 由 w ,a:，…,@, 线性 表 出 , 且 有 一 个 向 量 


的 表示 法 是 惟一 的 , 则 w ,a:,… ,a, 是 V 的 一 组 基 . 


5. 在 线性 空间 Вх), 中 , 取 mw 一 1,a: 一 1 十 zvas 一 1 十 z 十 妆 . 


(1) 求 由 基 1,z,z: PÆ a ,az ,as 的 过 渡 矩 阵 ; 
(2) 求 向 量 3 十 2z 十 z 在 基 a ,az ,as 下 的 坐标 . 
6. BAR 中 的 线性 变换 以 使 得 ， 
0 1 
mm)=| 0 
—1 1 


в) |21,0 | 2 |, 
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1 1 0 1 


0 


其 中 二 二 | 1 | ,一 | 0 [m= |1| R IEE s = |0 |, |1 
1 一 1 1 0 0 

z 工 
7. 说 明 平面 xzOy 上 的 变换 57 14| 的 几何 意义 ,其 中 

sd У. 


(3) A= 


1 0 
8. RR 的 线性 变换 使 得 正方 形 


01 
ғ (4) А= 


变换 成 四 边 形 A'B'C'D'. 
(69) 


0 


,aa 一 |0| 下 的 矩阵 . 


1 
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(3) 


9. E R 中 ,对 于 a,pER", 规 定 


Га.В)=а?АТАВ, 
其 中 A 是 一 个 MENER ПЕВА Га, В R 上 的 一 个 内 积 . 
10. 在 Euclid 空间 R' 中 求 一 个 单位 向 量 使 之 与 向 量 
1 1 2 


1 一 1 


1 1 3 

都 正 交 . 

П. 设 V 是 nn Ф Euclid 空间 , 取 一 асу. < 

U={peVI[p,m=0)， 

O) 证 明 :U 是 V 的 一 个 子 空间 ; (2) 试 求 U 的 维 数 . 

12. 设 4 一 (os )。 为 正 交 和 矩阵 ,证 明 

(1) A 的 行列 式 det A 二 1 或 det4 一 一 1; 

(2) 当 det 4 二 1 时 ,as = А, , 当 det A=—1 时 ,os = 一 As ,其 中 Ac EIR as 的 代数 余子 
式 ,i,j=1,2, nn. 
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13. А,В #32 п ПОЕ ЕЕ. Н det A 十 det B 一 0, 证 明 det(A+B)=0. 
14. 设 U 是 Euclid 空间 V 的 一 个 子 空间 , 令 
Ut={pEVI[p,al=0, Ya€EU}, 
证 明 U+ 是 V 的 一 个 子 空间 . 


(1 1 


( 
| 
15. Ж Ш= ш a) ,其 中 四 一 А а= | , 求 UL 的 一 组 规范 正 交 基 
lo 
16. 设 向 量 组 qi as ,… ,av REER BREDERE ЗЕЕ ТОВА В EXEN: RA 


on os ,av BREER. 


第 六 章 ， 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


在 工程 技术 中 经 常 要 研究 震动 和 稳定 性 问题 , 它 往 往 可 以 归结 为 讨论 方程 
组 4x 一 ix, 当 》 取 何 值 时 有 非 零 解 , 其 中 4 是 =” 阶 矩 阵 . 这 也 就 是 本 章 所 要 讨论 
的 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 . 

特征 值 与 特征 向 量 的 理论 在 数学 的 许多 方面 ,如 研究 矩阵 在 相似 变换 下 的 
标准 形 , 解 微分 方程 组 以 及 把 二 次 曲线 ( 面 ) 的 方程 化 为 标准 方程 等 都 有 着 重要 
的 应 用 . 


第 一 节 人 矩 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


一 、 定 义 和 求 法 
定义 6.1 An MER. ША п ЕЕГ НЕ Е, 
ASi, 6.1) 


则 称 ào 是 4 的 特征 值 ,6 是 A 的 属于 4。 的 一 个 特征 向 量 . 
应 该 强调 的 是 ,特征 向 量 5 一定 要 求 是 非 零 向 基 . 原因 是 ,对 任意 ” 阶 和 矩阵 
А 和 任意 数 M。 总 有 40=Mo0, 这 样 也 就 不 会 有 什么 “特征 > 了 . 
如 果 А 是 奇异 矩阵 ,那么 齐 次 线性 方程 组 Ar=0 的 非 零 解 ,使 得 
45 一 065， 
因此 , 数 0 是 奇异 矩阵 A 的 特征 值 ,方程 组 Ах=0 的 非 零 解 都 是 属于 特征 值 0 
的 特征 向 量 . 
一 般 地 , 当 给 定 n EREA 时 ,如 何 求 它 的 特征 值 与 特征 向 量 呢 ? 首先 ,我 
们 将 (6. 1) 写 成 
Cu 下 一 4)E 一 0， 
可 知 ,5 是 n 元 齐 次 线性 方程 组 
(WE—A)x=0 (6.2) 
的 非 零 解 ,这 时 应 有 det Е—А) =0. 对 此 ,我们 引入 如 下 的 
定义 6.2 An MER A 是 参数 ,和 矩阵 АЕ—А 的 行列 式 
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À—an 一 az … 一 am 
їн) СЕ КЗ =; ав. 
San —аа А-а 
称 为 4 的 特征 多 项 式 . 
于 是 ,4 的 特征 值 M。 是 方程 
detQE—A)=0 (6.3) 


的 根 (或 称 为 解 ). 称 (6. 3) 为 矩阵 4 的 特征 方程 . 根据 以 上 的 讨论 ,可 以 得 到 方 
БЕА 的 特征 值 与 特征 向 量 的 求法 : 

(1) 计算 4 的 特征 多 项 式 det (XE 一 A). 

(2) 求 出 特征 方程 det(XE 一 A) =0 的 所 有 根 Ai Аг нА, ЕЙ А 的 全 
部 特征 值 . 

СЗ) 对 特征 值 4,, 解 齐 次 线性 方程 组 (AE 一 4)x==0, 它 的 非 零 解 都 是 属于 特 
TEME A: 的 特征 向 量 ,i==1,2,…，,n. 


例 6.1 REE 
1 0 1) 
A=|0 3 o| 
411) 
的 特征 值 和 特征 向 量 . 
解 ”因为 4 的 特征 多 项 式 为 
А1 0 -1 
detQE—A)=| 0 А-3 о |=@—3)%(4+1), 
—4 —1 а-1 


所 以 А 的 特征 值 是 X41 二 Xs 二 3,43 二 一 1. 
ЩА А =3 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (3E 一 A)x 二 0, 也 就 是 
2 о -aj р 
о 0 о || = |0 ， 
—4 —1 2), lo 
1 
0 
2 


1 
0 
2 


得 基础 解 系 |0|. 于 是 ,上 |0| 是 4 的 属于 特征 值 h; А =3 的 全 部 特征 向 量 ,其 


中 常数 6520. 
当 )a 一 一 1 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (一 E 一 4)x 一 0, 也 就 是 
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i o =i fa) fo 
0 —4 0 ||lzx|=i0|, 
[= = 21 lo 
1) 1 
得 基础 解 系 5 вы 0 | 是 4 的 属于 特征 值 M: 一 一 1 的 全 部 特征 向 量 ， 
一 2 [2 
其 中 常数 550. 
例 6.2 ЖОНЕ 
т 一 8 0 
-| 二 
о o з] 
的 特征 值 和 特征 向 量 . 


解 因为 4 的 特征 多 项 式 为 
А-7 8 0 
一 上 А+5 0 
0 0 А-3 
所 以 4 的 特征 值 是 和 一 Ma: 一 3 一 一 1. 

M Ai =A: =3 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (3B 一 4A)x 一 0, 也 就 是 


Че ДЕА) = (4—3): (4+1), 


4 8 0]fz 0 
o o ojla) lo 
2) (о 
得 基础 解 系 |1|, |0|. 于 是 ,属于 4 的 特征 值 4, =A: = 3 的 全 部 特征 向 量 是 
oj 11 
2 0 
ki |1| +k |0 | ,其 中 心 , 是 任意 不 全 为 零 的 常数 . 


1) 

ЩА = —1 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (一 E 一 A)x=0, 也 就 是 
8 一 8 0) [2 (0 

4 一 4 0||z:z | = 

о о 4){(х,) 


0 


0 
1 
1 
0 


1 
1 
0 


得 基础 解 系 | 1 |. 于 是 ,4 的 属于 特征 值 4; = 1 的 全 部 特征 向 量 是 4|1 | ,其 中 


常数 А50. 
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例 6.3 ШАБЕ, В A? =A, ПЕВ A 的 特征 值 是 1 或 0. 
证 设 4 是 4 的 特征 值 ,6 是 属于 2 的 特征 向 量 , 即 
А&=)&. 
于 是 
425 一 145 一 126. 
因为 А? =А, Т АЕА, ВСА —А)2=0. Н 2740, ПТА —А=0, А1 8 
A=0. 


二 、 特 征 值 与 特征 向 量 的 性 质 


用 行列 式 的 定义 计算 二 阶 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 det(XE 一 4) ,其 中 有 一 项 是 
ЖЕ Еп 个 元 的 乘积 
(А—а)(А—а)***(А—а„)›, 
其 余 项 至 多 含有 п—2 个 主 对 角 线 上 的 元 素 ,于 是 这 些 项 都 是 4 的 次 数 不 大 于 
n 一 2 的 多 项 式 , 所 以 
det AE А) =)" — (an Han + Фа, ЈА 5. 
令 4=0, 可 知 det(XE 一 A) 的 常数 项 为 det(0E—A)=(—1)"det А, 
Че QAE—A)=X"—(antass 二 二 Tam )A"! 二 … 十 (一 1)"det А. (6.4) 
因为 二 次 方程 
А" — Can Han + Han )A! 十 … 十 (一 D)"det 4 一 0 
在 复数 域内 有 个 根 ( 重 根 按 重复 次 数 计 ), 所 以 A 有 n 个 特征 值 . 根据 根 与 系数 
的 关系 ,可 以 知道 
定理 6.1 А.А, sA, 是 MERE A 的 全 部 特征 值 ,那么 
АА А, ап Багі Фал, (6. 5) 
ААА = det A. (6. 6) 
定理 6.2 л.д... 是 矩阵 A 的 互 异 特征 值 , go, 是 分 别 属于 
它们 的 特征 向 量 ,那么 Eg, 线性 无 关 . 
证 对 特征 值 的 个 数 * 用 数学 归纳 法 . 
4 s=1 时 ,由 于 名 天 0, 而 一 个 非 零 向 量 是 线性 无 关 的 , 知 定理 成 立 . 
假设 对 * 一 1 个 互 异 的 特征 值 ,定理 成 立 ,要 证 s 个 互 异 的 特征 值 对 应 的 特 
征 向 量 和 ,6:，…,6&, 线性 无 关 . WAWR k skosek, AE 


kigi 6.6.4 6,0. (6.7) 
因为 46 一 NG 一 1,2,…,5) ,以 4 左 乘 (6.7) 式 两 边 ,得 
АА 6 А.А ++ +k, À, 6,0. (6. 8) 


ЩА, 乘 (6.7) 式 两 边 ,得 
AN.E АА, БАА, E50. (6.9) 


108 第 六 章 ”矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


(6. 8) (6. 9) 式 相 减 ,有 
БА) Hke А) + БА Asi SA) E, -1 =0. 
根据 归纳 法 假设 ,5 ,5 ,…，,E 1 线性 无 关 , 所 以 
ki (一 人) 一 已 (一 1) 一 … 一 和 (一 1) 一 0. 
ВА Аг А, АФ, А 0,6,0, ---,6, :一 0. 将 其 代入 (6.7) 式 ,得 
k,€,=0. 
H 2,750,912, =0. 因此 名 ,56，…,&, 线性 无 关 . 
根据 归纳 法 原理 ,定理 得 证 . 
定理 6.3 Asd 是 矩阵 4 的 两 个 互 异 的 特征 值 ,6&1 ,6,，…,&, 和 т. 
moron Э РА, одо 的 线性 无 关 的 特征 向 量 ,那么 66,5, Eoo 
moron 线性 无 关 . 
证 设 有 常数 ,ko，…,k, ,4 slast ,1 Ч 
kii ё +H +k, р лр ар 0. 
В kiki 6. H HRE 320, ВА hm тр Аар 20. FE, kg + 
оф Б, 是 属于 特征 值 h; REHE, л Hen +t 是 属于 特征 
值 h* 的 特征 向 量 ,但 向 量 组 16& АЕ, Hetk лр тре + ар, 线性 相 
关 , 这 与 定理 6. 2 矛盾 . 因此 
kii Ав H +k E, =0, тр Hen А ар, 二 0. 
EH iso, Aom отр, ЖЕЛЕ }Е ХЕШ. H ki =0,k: 二 0,…， 
6,0,0, 0, --.,1,=0. RIE ioo omom om 线性 无 关 . 
这 个 定理 对 于 任意 多 个 互 异 的 特征 值 也 是 成 立 的 . 


第 二 节 相似 矩阵 


一 、 相 似 和 矩阵 的 定义 和 性 质 


定义 6.3 设 A,B 都 是 n Е, Ш n MAE P, E 
Р !АР=В, 
那么 称 4 УВ 相似 , 记 为 4~B. TER PAIA 变 成 B 的 相似 变换 矩阵 . 
由 定义 不 难 验证 ,矩阵 的 相似 关系 具有 : 
Ci) 反 身 性 :4 一 4; 
Gi) 对 称 性 : 若 4 一 B, 则 B~A; 
GD 传递 性 : 若 A~B,B~C, АС. 
定理 6.4 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 ,因此 也 有 相同 的 特征 值 . 
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证 BER A HB АНД, ВНЕ Р, 
В= РАР, 


Че: АЕ — В) = det (AE —P 'AP)=det[P™' (АЕ —A)P] 
=аеіР г!) • det(AE—A) • det P 
=det(AE —A) • det P • det(P™') 
=det АЕ —A). 


”定理 6. 4 的 道 命题 不 成 立 . 例如 矩阵 
C °) (1 °) 
0 1 1 1 
的 特征 多 项 式 都 是 (4 一 1): ,但 它们 不 相似 . 
二 、 与 对 角 和 矩阵 相似 的 条 件 


满足 什么 条 件 的 矩阵 能 与 对 角 和 矩阵 相似 ? 下 面 我 们 将 回答 这 个 问题 . 
假设 阶 矩 阵 A4 与 对 角 矩阵 


fà 
| a 
| 
| à 
相似 ,也 就 是 存在 可 逆 矩 阵 已 ,使 
(А | 
Pap= | Е S |, 
| А.) 
即 
fà 
РЕВ Е : 
\ А, 


令 Р= (Ё, srr ED JEP Ё... 是 P 的 列 向 量 组 ,有 
CAG ,AEs ss AEn) = Оё Aag rtt Ann) > 
Bp 
А&,=Л&,1=1,2,+,п. 

AA PÆRER, Д Р Н п AIE E gee, 线性 无 关 . 因此 A 有 nn 个 
线性 无 关 的 特征 向 量 61 ,5 ,… ,6,. 

反之 ,假设 和 A4 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 61,6s，,…,6,, 目 А&,=д,&,,:=1, 
2,+е,п. Ф Р=(&,&,,& 3, Р тр Е. 因为 
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АР = (АЁ, ‚АЁ; ‚+ AEn) = (Ari Ab, AnG n) 
A | 


一 (生生 Аз 


所 以 


Ài 
Àz 


即 4 与 对 角 和 矩阵 相似 . 这 也 就 是 证 明了 : 

定理 6.5 „ИЕА 与 对 角 和 矩阵 相 似 的 充分 必要 条 件 是 4 H 个 线性 无 
关 的 特征 向 量 . 

ШЖ п ЙЭН А 与 对 角 和 矩阵 相似 ,那么 这 个 对 角形 和 矩阵 主 对 角 线 上 的 元 素 
就 是 4 的 nn 个 特征 值 . 因此 ,如 果 不 计 主 对 角 线 上 元 素 的 次 序 , 则 与 4 相似 的 对 


Р!АР= 
Àn 


角 和 矩阵 是 惟一 的 . 
例 6. 1 的 三 阶 和 矩阵 
101) 
А= |0 3 0 
411) 


仅 能 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 因 此 它 不 能 与 对 角 和 矩阵 相似 . 
再 考察 例 6. 2 的 三 阶 和 矩阵 


7 —8 0 
А=|4 —5 0|. 
0 o 3j 


HF &=(@2,1,0)7,& =(0,0,1)7 Æ A 的 属于 特征 值 3 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
名 一 (1,1,0) 是 和 4 的 属于 特征 值 一 1 的 特征 向 量 , 根 据 定理 6.3, 向 量 组 6 ,6,,& 线 
性 无 关 . 即 这 个 三 阶 和 矩阵 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,因此 它 能 与 对 角 和 矩阵 
3 
ий 
\ "2 
相似 . 令 


20.1 
качыр» 0 中 
0 1 0 
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则 了 是 把 A 化 为 对 角 和 矩阵 的 相似 变换 矩阵 . 即 


由 定理 6.2 和 6. 5 还 可 以 得 到 : 
推论 WMR n MERAH n 个 互 异 的 特征 值 ,那么 4 与 对 角 和 矩阵 相似 . 
XEF n BEREA ,如 果 有 可 逆 矩 阵 Р, РАР 为 对 角 和 矩阵 , 则 称 4 能 相似 


对 角 化 . 
例 6.4 设 
5 -3 0 
A=|6 4 ol, 
6 3 1) 
ЖА". 
解 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 
a+5 3 ) 
detE—A)=| —6 1—4 е а-#о+), 
1 


所 以 4 的 特征 值 是 4, =А =1,А, = —2. 
对 于 特征 值 4 二 4, 二 1, 解 齐 次 线性 方程 组 (E 一 A)x 二 0, 得 一 个 基础 解 系 : 


一 0 
2 |. &= 
1) 


&= 


0 
即 为 属于 ài =A: =1 的 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
对 于 特征 值 :一 一 2, 解 齐 次 线性 方程 组 (一 2 已 一 4)x 一 0, 得 一 个 基础 解 系 : 
一 1 
1 
1 


BAIR F А, = —2 的 线性 无 关 的 特征 向 量 . 


з= 


, 


—1 0—1 
| 10 1 | 
0 1 1 


则 


piapa) 1 | 
一 2 
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1 
即 =p, 1 Р! 
= 
于 是 
1 1 | 1 
А! =р 1 PP 1 P-P 1 p~“ 
一 2 一 2 
1 кш 1 
=р 1 Р =P 1 Рг) 
一 2 C= 


nt 9 eiri 1 1 0 
.| 1 2 {51 
01-1] "=. —1 0 


| 2—1 2 一 1 0 


一 2 十 2 一 2 十 2 0 
一 2 十 2 一 2 十 1 1 

定理 6.6 ЖА 是 n 阶 矩 阵 A 的 k 重 特征 值 ,那么 属于 4 的 线性 无 关 的 特 
征 向 基 的 个 数 不 大 于 &. 

证 ё, 52,77,65, 是 属于 特征 值 4。 的 线性 无 关 的 特征 向 量 . 那么 存在 
пп EM Eiri oeroet AE n An EARE Е, 865 Дб at 
& 线性 无 关 . 令 和 矩阵 

下 一 (生生 
РГЕ. 考虑 АР, Вр 
АР САБ, „A$: ‚+ AG, AGs ,A AEn) 
因为 61 А.ё, АЕ. ААБ лЁ, Н Аё АЁ со AE, ABTT HI Ё, 
线性 表 出 ,所 以 可 以 令 
АР 一 (全 外 :454 
А 


А i 


一 (各 
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由 此 可 知 4 与 


O B, 
相似 ,其 中 E, 是 + 阶 单位 矩阵 ,B, 是 п—: 阶 子 块 . 于 是 
det(AE—A)=det(AE—B)= (4—X)'det(AE —В,), 
因此 ào HER А22. 

推论 DAAA, 是 nn MERA 的 全 部 互 异 特征 值 ,其 重 数 依次 为 &， 
Боут, ,那么 矩阵 А 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 属于 4， 的 线性 无 关 的 
特征 向 量 必 有 A, 个 ,也 就 是 ROE 一 4A) 二 n 一 k;,i==1,2,…，s. 

证 由 定理 知 ,属于 特征 值 4, 的 线性 无 关 的 特征 向 量 不 多 于 k 个. 如 果 每 
个 都 有 k; 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,由 于 包 十 和 十 … 十 ,二 n, 所 以 A 能 有 nn 个 
线性 无 关 的 特征 向 量 . 因此 4 与 对 角 和 矩阵 相似 . 

反之 ,如 果 有 一 个 特征 值 4;, 使 得 属于 它 的 线性 无 关 的 特征 向 量 少 于 个 ， 
那么 4 就 不 会 有 x 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,因此 4 不 能 与 对 角 和 矩阵 相似 . 

容易 知道 ,n 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 X 能 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,也 就 是 说 
齐 次 线性 方程 组 iE 一 A)x 二 0 的 基础 解 系 有 个 解 ,因此 КО,Е—А)=л—,. 

口 


3 /^ У | | 
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我 们 已 经 知道 了 ,并 不 是 任何 方 阵 都 能 与 对 角 和 矩阵 相似 . 在 这 节 里 将 指出 ， 
实 对 称 矩 阵 必 能 与 实 对 角 和 矩阵 相似 ,而 且 相似 变换 矩阵 还 可 以 取 为 正 交 矩阵 . 为 
此 , 先 讨论 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 性 质 . 


一 、 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 性 质 
BERE А (а), На, ла, ЗЕ Ж Ж. іс 
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А=‹(а„), 

ЖА ЖА WIERE. 显然 , 当 А 为 实 和 矩阵 时 ,和 一 4. 还 容易 得 到 

(1) АТВ=А +В; 

(2) АВ=АВ, ДНА, 

(3) АВ=А В; 

(4) АТ=АТ. 

定理 6.7 ” 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 都 是 实数 . 

证 设 4 是 实 对 称 和 矩阵 A 的 特征 值 ,6 是 属于 的 特征 向 量 , 即 ， 

АБ = А6. 
ИЕ 左 乘 上 式 得 
ТАБ А57. 
因为 47 一 4,4=4, 所 以 还 有 
ТАД (ЕТА! )&= (АВ)! &=А&'4. 

于 是 (一 1)5TE 一 0. 
由 于 5 天 0, 所 以 实数 72520. Wilt =A, E 是 实数 . 口 

因为 属于 特征 值 А 的 特征 向 晤 是 齐 次 线性 方程 组 (XE 一 A)x 一 0 的 非 零 解 ， 
当 系数 都 是 实数 时 , 它 的 解 也 能 是 实 向 量 , 所 以 实 对 称 矩 阵 的 特征 向 量 都 可 以 取 
为 实 向 量 

定理 6.8 实 对 称 和 矩阵 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 . 

证 HAA: ERIEK RE 4 的 特征 值 ,6 ,8; 分 别 为 属于 它们 的 特征 向 
Ж. Н Agi 二 和 161, 可 以 得 到 

EAE =Л1&1&. 
因为 47 一 4,45: 一 1z8 ,所 以 还 有 
АБ, = (&ТАТ)& = САБ 0ТЕ = (4.807 =Л›&1&. 

于 是 (AN —5)$&& =0. Н F A 5А. AE 76: =0,Щ&,.,&: EX. о 


二 、 实 对 称 和 矩阵 正 交 相似 于 对 角 和 矩阵 


下 面 将 指出 实 对 称 矩 阵 必 可 相似 对 角 化 , 且 能 与 对 角 和 矩阵 正 交 相似 , 即 

定理 6.9 设 4 ЭТНЕ, НЕЗ О. ОАО ОАО 为 对 
АЖ. 

证 对 4 的 阶 数 ” 作 归纳 法 . 

7 二 1, 定 理 结论 显然 成 立 . 

假设 "一 1 时 定理 的 结论 成 立 .对 n 阶 实 对 称 矩 阵 4 任 取 特征 值 4, 和 属于 
A 的 特征 向 量 后 ,不 妨 令 & 是 单位 向 量 . 由 定理 5.2 和 5.7 知 , 必 有 nn 一 1 个 向 
H Gesso Gn E n AEE Gi sgos ott 6, 成 为 欧 氏 空间 R" 一 组 规范 正 交 基 . 
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于 是 ,任意 向 量 , 特 别 地 А2, AG: s, AG, 都 可 以 由 它们 线性 表 出 . 设 
АСЕ 5б) = (AG ,AE АЁ, АЕ) 


о (о :) 


MF &›,&,&,°°,&, 是 R" 的 一 组 规范 正 交 基 , 所 以 矩阵 Qi 一 (&1 ,6 raot 6) 
Ж n MEXER, В. 
À * 
оло (б p) 
НН 47 一 4, 可 以 知道 * 一 O, 且 了 3 为 是 z 一 1 阶 的 实 对 称 和 矩阵 . 于 是 ， 
à О 
оао, (0 в): 
据 归 纳 法 假设 ,有 "一 1 阶 正 交 和 矩阵 Р, 


1 


о 
А p iet п MEZER, E 


Ài 


жо. ( 


à О 


«(| | 


所 以 正 交 矩 阵 8 一 18;, 使 
fài 
А 
00 | 
| А, 
根据 归纳 法 原理 ,定理 得 证 . 口 
因为 实 对 称 矩 阵 能 与 对 角 矩 阵 相 似 ,再 由 定理 6. 6 的 推论 可 以 得 到 ， 
Б д 是 实 对 称 矩阵 4 的 重 特征 值 ,那么 属于 特征 值 xs 的 线性 无 
关 的 特征 向 量 恰 有 个 . 


三 、 实 对 称 和 矩阵 正 交 相似 对 角 化 的 方法 


由 于 实 对 称 矩 阵 4 的 & ERER A k 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 属 于 不 同 
特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 ,用 正 交 和 矩阵 化 实 对 称 和 矩阵 为 对 角 和 矩阵 ,可 以 按 如 下 
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步骤 进行 : 

(1) 由 特征 多 项 式 det(4E 一 A4), 求 出 4 的 全 部 互 异 的 特征 值 Mh AA 

(2) 对 于 k: 重 特征 值 4;, 求 出 齐 次 线性 方程 组 (A.E А) х= 0 的 基础 解 系 
ansaa, ,它们 是 属于 3; 的 &; 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

G) 将 向 量 组 wa ,aa ,ax 规范 正 交 化 得 64 Ex 

(4) 向 量 组 6, ,64 оба Ёоо 就 构成 了 Euclid 空间 R" 的 一 
组 规范 正 交 基 . 令 

Q 一 (人 6 


则 О 是 正 交 和 矩阵 , 且 
ЛЕ, | 
УТЕ МЕ, 
АЕ, 
016.5 设 三 阶 实 对 称 和 矩阵 
3 4 2) 
4=|4 3 ?|， 
(2 2 0] 
RELER О ОАО 为 对 角 和 矩阵 . 


解 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 


A pt et 
detQE—A)=| —4 4—3 —2|=|—4 А+1 —2 
200 ЕУ үй —2 0 А 
А-3 —1 —2 А-7 0 
= = 1 —2|=(04+1)| –4 1 =2 
=й 0 А 一 2 0 à 


= (+1048), 
所 以 4 的 特征 值 是 X41 =A: = — 1,4. =8. 
对 于 特征 值 A 二 4: 二 一 1, 解 齐 次 线性 方程 组 (一 E 一 A)x=0, 得 一 个 基础 解 


—1 一 1 
Ж:а= |1 |,a:=| 0 
0 2 
将 ола 正 交规 范 化 : 先 正 交 化 , 取 
һ=а\, 
бше. АЕ hi 
ы шке: А | By | СН НЕ 
Ва Tp ,ph Ч 中 | 1 | 
2 0 4 
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再 单位 化 , 取 
Жы 1 1 人 
ЛЕ шй = 
& Tp TË al: ， ё TB IP | 
对 于 特征 值 ;二 8, 解 齐 次 线性 方程 组 (8E 一 A)x 二 0, 得 一 个 基础 解 系 : 
2 
а= |2 |. 
11 
2 
wekms- 夺 -二 
1 
el гал, i 
V2 32 3 
Б >. dl 
Ф e=| ж үл |, 
i 
: 3VZ 3 
则 @ 是 正 交 矩阵 , 且 有 
=f 
erao] -1 |. 
8) 
习 题 A 


1. 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 


4 6 0 0 0 1 
; (2) |0 1 о; 
1 0 0 


a) |-3 —5 0 
-2 5 | 
-3 2 5 


(3) 


0 0 
2. 上 题 中 的 哪些 矩阵 能 与 对 角 矩 阵 相 似 ? 在 能 与 对 角 和 矩阵 相似 时 , 求 出 所 用 的 相似 变 
换 矩 阵 和 对 角 和 矩阵 . 
3. 试 求 正 交 相 似 变换 矩阵 ,将 下 列 实 对 称 和 矩阵 化 为 对 角 矩 阵 . 


3 2 0 3 1 2 
a |2 2 2; 20 |1 з z 
0 2 1 2 一 2 0 
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Ж. 15 50 2-1 
тала. 0 
(3) 
0 1 4 -1 
Sig бт 4 
4 已 知 矩阵 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
А= > 
0 0 0 
та —а —а@ 一 aa 


СО 求 4 的 特征 多 项 式 ， 

(2) 如 果 ào 是 A 的 特征 值 ,证 明 (1,% ,Ai ,3)7 是 属于 2 的 特征 向 量 . 

5. ВАЕ, ПЕВА 的 特征 值 只 能 是 1 或 一 1. 

6. 设 4 是 z(z>>1) 阶 非 零 矩阵 , 且 有 正 整 数 人 使 全 一 O, 证 明 A 不 能 与 对 角 和 矩阵 相似 . 

7. ЗА Зп ЙЕР. ЙЕН] А АТ 有 相同 的 特征 值 . 

8. А А 是 矩阵 4 的 两 个 不 等 的 特征 值 ,5 ,6 分 别 是 属于 4,,4: 的 特征 向 量 ,证 明 
$i +E: 不 为 A 的 特征 向 量 . 

9. #А +В 相似, 证明 

(1) det A=det B; 

(2) АТ 与 ВТ 相似 ; 

(3) 4 是 可 首 矩 阵 的 充 要 条 件 是 В ЕЕЕ, H A УВ И. 

10. B A,B 3л ЖЕЕ, H det Аз&0, ЕН] АВ 与 BA 相似 . 

во 

o о) 
12. EM:n 阶 矩 阵 4 可 道 的 充分 必要 条 件 是 它 不 以 0 为 其 特征 值 . 
13. ВАА п MERE A 的 一 个 特征 值 , 试 确定 4 一 和 4 的 伴随 矩阵 4" 的 特征 值 . 
4. 设 3 阶 实 对 称 矩 阵 А 的 特征 值 X, 二 6,X: = 一 3,5=(1,1,1)7 是 属于 特征 值 =6 
的 一 个 特征 向 量 , 求 4. 

15. 设 2 МАРА 的 特征 值 为 1, 一 5, 与 特征 值 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 (1,1)7， 
@,—1)7,Ж А. 


u RA 5B 相似,C 与 D 相似 ,证 明 ( 25 


16. WER A a 一 ?| 与 D= | 2 [EUR zry RAAE P, 
= 5 У 
{ë P АР= Р. 
1 一 2 
17. 设 A=(_， Ў JRA BERHO. 
4 1 
18. 设 4= ( _。 ужасно. 


习 题 B 


1. 设 4 是 3 阶 矩 阵 , 且 正 一 4,2E 一 人 及 巨 十 4 都 是 不 可 道 矩阵 , 求 行列 式 det A. 

2. 试 构造 一 个 3 阶 实 对 称 矩 阵 4, 使 其 特征 值 为 一 ia 一 1,)s 一 一 1, 且 有 特征 向 量 吕 一 
‹1,1,1)7,&=(2,2,1)7. 
1 0 一 3 
1 4 z 
-3 0 1 

4. Ж r EDR Ох) = cnt" Heni T HHH A 是 一 个 nn ИЭ Р EN 

РСА) = А" Hcn A! HHE. 

如 果 4 Èn ЕВРА 的 一 个 特征 值 , 证 明 ЛОО НЕ /(4) 的 一 个 特征 值 . 

5. 设 SDE х @ &ЛЇҖ,# Р 'АР= В, ШЕВ P /СА)Р= /(В). 

6. ЖА Жл ИНЕ, ВЖЕ /(т){# УСА) = О, ЕВ: ШЖ А 是 4 的 特征 值 ,那么 
f=0. 

7. EG ЖЕР A 的 特征 值 4 对 应 的 特征 向 量 ,已 是 可 逆 矩 阵 , 试 求 矩 阵 РАР 的 特征 值 》 对 
应 的 特征 向 量 . 

8. 设 4,B 都 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ,证 明 А 与 B 相似 的 充分 必要 条 件 是 A,B 有 相同 的 
特征 值 . 

9. 如 果 n MERA 的 各 行 元 察 之 和 都 是 零 , 证 明 0 А 的 一 个 特征 值 ,并 试 求 特征 值 0 
的 一 个 特征 向 量 . 

10. 设 4 是 正 交 和 矩阵 , 且 det A<0, 证 明 一 1 是 А 的 特征 值 . 
1. ЕЖА, В 3913 т Хп пт Е, ПЕВ АВ 与 BA 有 相同 的 非 零 特征 值 . 
12. А? 二 4, 证 明 A 能 与 对 角 和 矩阵 相似 . 


3. ЖА ЧТР, х. 


| 


13. 设 三 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 4 一 1,)s 一 2, 一 3, 对 应 的 特征 向 量 依次 为 & = 
1 
3 


1 
в 
4 9 3 


(1) 将 有 用 司 ,如 ,名 线性 表 出 ， 
(2) RAB 为 正 整数 ). 


14. 社会 调查 表明 , 某 地 劳动 力 从 业 转移 情况 是 :在 从 事 农 业 生产 的 人 员 中 每 年 有 -3 改 


1 


,又 向 量 1 一 


为 从 事 非 农 工作 ,在 非 农 从 业 人 员 中 每 年 有 去 改 为 从 事 农 业 生产 . 到 2000 年 底 该 地 从 事 农业 


生产 和 从 事 非 农工 作 人 员 各 占 全 部 劳动 力 的 言 和 专 , 试 预测 到 2010 年 底 该 地 劳动 力 从 业 情 
况 以 及 经 过 多 年 之 后 该 地 劳动 力 从 业 情况 的 发 展 趋势 - 
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BA хОу 平面 上 的 一 条 二 次 曲线 的 方程 为 z 十 zy 十 内 一 1, 因 为 它 不 是 标 
准 方程 ,所 以 很 难 直 接 断 定 它 表示 的 是 何 种 二 次 曲线 . 如 果 我 们 作 一 个 线性 变换 


则 上 述 二 次 曲线 的 方程 可 化 为 标准 方程 :地 Xr 十 了 一 1 注意 这 一 线性 变换 是 正 
交 变 换 ,其 几何 意义 是 坐标 轴 的 旋转 . 在 正 交 变 换 下 ,向 量 的 长 .两 向 量 的 夹 角 都 不 
变 ,从 而 曲线 的 形状 也 不 变 . 所 以 我 们 可 以 断定 由 方程 之 十 zy 十 Y 一 1 所 给 出 的 曲 
线 是 半 轴 长 分 别 为 /2 和 /65/3 的 椭圆. 对 于 类 似 的 二 次 曲线 方程 az 十 bzy 十 cy 一 
1, 可 以 仿照 上 述 方法 判定 其 类 型 和 形状 . 那么 如 何 寻找 一 个 正 交 变 换 ,使 得 二 次 曲 
线 方程 化 为 标准 方程 呢 ? 这 一 章 我 们 在 更 普遍 的 意义 下 解决 这 一 问题 
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一 、 二 次 型 的 定义 和 和 矩阵 表示 
定义 7.1 个 变量 zx, ,zs，…,z, 的 二 次 齐 次 函数 


Cai sars Tn) Santi tanari + Hamri t 
2а хут» Hee +H 2an En Hee +H 2an nEn- En 
称 为 一 个 n 元 二 次 型 ,简称 二 次 型 . 当 系数 as 均 为 实数 时 称 为 n 元 实 二 次 型 , 否 
则 称 为 元 复 二 次 型 . 
以 下 仅 考虑 实 二 次 型 . 为 方便 起 见 , 记 2а,х,х,=аухух,+ахух,, Paj = 
ax， 则 二 次 型 可 重新 表示 为 
РС ааз) = anzi 十 azzizs tt antt, апал + аал + 


+ ахал, Б алхол Башха + Бала 


= Dayzz; , 
та 
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并 按 和 矩阵 乘法 定义 可 写成 : 

ап аш а, | |21 

Рб улоу) = бар т; … Ln) К Еа “үч 

ам аг а, х, 

а аг а;, 

о 

如 果 进 一 步 记 x=(z， zx с дот,д=|" ©“ Шр 
йа йв ** ам 


则 二 次 型 可 写成 更 为 简洁 的 形式 : 
/Оху,х» ә," эх„)=хТАх, (7.1) 
其 中 A 的 元 素 满足 av 一 ax ,所 以 4 是 实 对 称 矩 阵 . 
定义 7.2 BRO. 1) 为 ”元 二 次 型 的 矩阵 表示 , 实 对 称 矩 阵 4 称 为 二 次 型 
S WIERE, f 称 为 实 对 称 矩 阵 4 的 二 次 型 . 
例 7.1 写 出 三 元 二 次 型 F 一 2 好 一 好 十 好 十 2zizs — 4r ax 十 4zszy 的 矩阵 
4, 并 把 这 个 二 次 型 用 矩阵 表示 出 来 . 


2 1 -2 
解 A=|1 —1 2 |, 
= 2 1 
2 1 —2) [zı 
J=x Ax= (2 2 ә a 02 Е ^ 
—2 2 1)(ж 
1 —1 2 
例 7.2 已 知 实 对 称 矩 阵 4 一 | 一 1 1 1|, 写 出 其 二 次 型 . 
ГЕ 0 


解 /(ху,х;,х,)=хЇ++х}-_х}—2хулх,-_-4тулу+2хтуху. 

由 以 上 两 例 不 难看 出 ,4 的 主 对 角 线 元 素 是 f 中 平方 项 的 系数 ,A 的 第 i 行 
Ж} ЖЕ У сл, 项 系数 的 一 半 . 

由 А 的 构成 方式 可 见 , 二 次 型 f 与 其 矩阵 A 是 一 一 对 应 的 . 正 因为 如 此 ,对 
二 次 型 了 的 研究 基本 上 都 可 转化 为 对 其 矩阵 , 即 实 对 称 和 矩阵 А 的 研究 . 

定义 7.3 二 次 型 了 的 矩阵 4 的 秩 R(4) 称 为 二 次 型 了 的 秩 . 

定义 7.4 仅 含 平方 项 的 二 次 型 :f= 二 dz 十 d, 恕 十 … 十 d,z? 称 为 标准 型 . 

显然 ,标准 形 的 矩阵 为 对 角 阵 . 

以 下 ,我 们 给 出 本 章 中 所 要 用 到 的 几 个 概念 . 

设 zz ，…zsi2lyy yn 为 两 组 变量 ,二 者 之 间 的 关系 式 


122 第 七 章 二 次 型 


Ly =n jı Hcr уз Б сун» 
Ta =cn jı Hez ye H+H emyn» 
En = Cm у Cne Yo ++ су, 
称 为 从 Pi yz ran 到 уз › уз, › у„ 的 线性 变换 ,其 中 с, 为 常数 , 称 为 线性 变换 
ЮЖ. п ИВЕ C= сс, ) 称 为 线性 变换 的 系数 矩阵 . 如 果 记 x 二 (zi zo，… ,7， 
у= Су, э, е, Ya)" ， 则 上 述 线性 变换 可 利用 矩阵 乘法 定义 简 记 为 x=Cy. 4 C 
为 可 逆 矩 阵 时 ,x 一 Cy 称 为 可 北 线 性 变换 ,这 时 逆 变 换 ?一 C-x 也 是 线性 变换 . 
当 C 为 正 交 矩阵 时 ,x 二 Cy 称 为 正 交 变换 , 正 交 变 换 当 然 是 可 逆 线 性 变换 . 
设 /=хТАх 为 于 元 二 次 型 ,x 一 Cy HA Lists sz, P] уу, уз, "у, 的 线 
性 变换 , 则 在 此 变换 下 
f=x"Ax=(Cy)"A(Cy)= у' (СТАС) y= y" By, 
РЙ уузу зе, у, 的 nn 元 二 次 型 , 且 该 二 次 型 的 矩阵 为 B 二 CTAC. 
如 果 进 一 步 设 * 一 Cy 为 可 逆 线 性 变换 , 则 变换 前 后 的 二 次 型 有 相同 的 秩 ， 
原因 是 : 
КОВ) = КОСТАС) SR (AC) SR (A); Й КСА) = RI[(CT)! BC -< 
R(BC™')<R(B) $ R(A)=R(B). 
总 之 有 
定理 7.1 线性 变换 下 ,二 次 型 仍 变 为 二 次 型 . 可 逆 线 性 变换 下 ,二 次 型 的 
秩 不 变 . 


二 、 方 阵 的 合同 变换 


在 可 逆 线 性 变换 х=Су 下 ,二 次 型 f HER A 变 为 B= 二 CTAC, 为 研究 变换 
前 后 二 次 型 矩阵 的 关系 ,我 们 给 出 

定义 7.5 设 4,B 为 同 阶 方 阵 , 如 果 存 在 可 逆 矩 阵 C, 使 得 В СТАС, ЯК 
4 与 B 是 合同 的 , 记 为 4 二 B. 对 方 阵 4 的 运算 CTAC 称 为 对 4 的 合同 变换 ,并 称 
C 为 把 A 变 为 B 的 合同 变换 矩阵 . 

定理 7.2 和 矩阵 的 合同 关系 满足 : 

G) 反 身 性 , 即 ASA; 

Gi) 对 称 性 , 即 如 果 4 二 B, 则 B>A; 

(ш) 传递 性 , 即 如 果 4 一 B,B 一 C, 则 A 二 C. 

证 (1) А=ЕТАЕ, АА. 

Gi) 如 果 4 一 B, 则 存在 可 逆 阵 C, 使 如 = СТАС, ХЕ А = (СТ) ' ВС! = 
(C- DTBC- „ik B>A. 

GD 如 果 АВ, ВЕС, ДЕТ ВЕ Р, „Р, ,使 B= DT4D, ,C=D]BD,. 于 
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Æ С= р? СЮ АР, )D: = СЮ,» )Т АСР, D:) , F р.р, (у, К АСС. 
注意 ”由 于 合同 变换 矩阵 CC 可逆, 所 以 C 和 C' 都 可 分 解 为 若干 个 初等 方 阵 的 
乘积 ,从 而 合同 矩阵 等 阶 , 且 秩 相等 但 反 过 来 不 一 定 成 立 , 即 等 价 矩 阵 不 一 定 合同 . 


另外 ,合同 关系 不 一 定 是 相似 关系 ,例如 A 一 G 了 ),B= Е 1) ,不 难 验 


N 1 0\7 1 0 к 
в (о) 4(。 。)' 即 B 与 4 {ЕШ НИ В 5A 的 特征 值 不 同 ,所 以 不 相 
似 . 后 面 我 们 将 会 看 到 ,相似 的 实 对 称 矩阵 一 定 合同 . 
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要 使 n 元 二 次 型 
an аш ain) (21 
Рб охооо) = ТАх= (2р х … Xn) тае са т кз Ж , 
an а» аы) х, 
化 为 标准 形 , 即 
һ ЕД 
kı У | т 
(Nn ж o Ya) =у'Лу, 
( kn) (э 
只 要 寻找 适当 的 可 逆 线 性 变换 x= Ру 把 实 对 称 矩 阵 4 化 为 对 角 阵 A， 
ВВА =РТАР. 


由 定理 6.9 知 : 对 于 实 对 称 矩 阵 4, 总 存在 正 交 阵 Р, РТАР=А 为 对 角 
E. 于 是 有 

定理 7.3 任意 元 实 二 次 型 /二 x"Ax 都 可 经 正 交 变 换 x 一 Py 化 为 标准 形 
SES Ay ,其 中 人 的 主 对 角 线 元 素 恰 为 4 的 =” 个 特征 值 . 

由 此 ,只 要 写 出 二 次 型 了 的 矩阵 4 , 则 用 正 交 变换 化 7 为 标准 形 的 步骤 与 实 
ХРА РЕ A 对 角 化 的 步骤 几乎 是 一 致 的 . 

例 7.3 用 正 交 变 换 化 二 次 型 

Cryzzyzs) 一 邓 十 4 好 十 好 一 4zlzz 一 8zlzs 一 4zzs 

为 标准 形 ,并 给 出 所 用 的 变换 式 . 

解 了 的 矩阵 
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4 的 特征 多 项 式 
1 一 一 2 一 4 
det(A—2AE)=| —2 4—A 2 |= 一 4 一 5)? (4+4) (注意 :14 一 是 | 与 
—4 —2 1—А 


E-A 292—109, ЖЕРЕН Н ЖИ). 
А 的 特征 值 41 =A: =5,Аз = —4. 


一 4 一 2 一 4 1 
-2 e a 
0 


—4 —2 —4 


1 
o | , 故 对 应 的 特征 向 量 
0 


X А=5,А—5Е= 


© о юе 


0 一 5 
ЫЕ” ушу. эў 1 0 —1 
对 于 ) 一 一 4,4 十 4 一 | 一 2 8 2 1 -4 , 故 对 应 的 特征 
—4 一 2 5 oo 0 
向 量 
2 
“+ 
2 
单位 化 为 
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E E 
V5 3W 3 
所 来 正 交 变 换 为 x 一 | 一 店 3 语言 | 几 在 这 一 变换 下 ,/ 一 6+5y3 一 494 
25 2 
° 3V5 引 


例 7.4 用 正 交 变换 化 二 次 型 
JCE s2 s £s s X4) = L1 £i H Xr £g TT TT 


为 标准 形 ,并 给 出 所 用 的 变换 式 . 


解 /的 矩阵 
1. 1 
[ото + 
1 1 
т 0 7 0 
А= 1 iP 
È т 0 т 
1 1 
[; °т° 
4 的 特征 多 项 式 
LAE 1 
ИЕ СЕ 
+ = + o 
де (А-ДЕ) = 1 1 =X (4-1) 0+1). 
с г 
1 1 5 
ЖО PAR TA 


А НКА =А =0,4=1,4,= —1. 


1 1 

ДЕР: . 
1010 
фу Фу 
2 2 о101 
对 于 1=0,4= 一 , 故 对 应 的 特征 向 量 

Pe 0000 

2 2 0000 


v- 
о 
v= 
© 
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一 1 
0 
p=| p р: А 
0 
Pio Pe 恰好 正 交 , 单 位 化 为 
一 1 0 
1|0 1 | 一 1 
gma , == 
|1 “љо 
0 1 
1 1 
= у 0 у 
р 08 1 0 一 1 
2 2 0 1 一 1 
对 于 1 一 1,4 一 下 一 一 ~ ; 故 对 应 的 
1 1 0 0 一 1 
人 
0 0 0 
1 э 
20 1003 р 
1 1 
1 1 
特征 向 量 户 一 i ;单位 化 为 e= 让 
1 1 
1 1 
i 
1 0 1 
Б. т о о1о -1 
对 于 4= 一 1, 和 A 十 E= => ， 故 对 应 的 特 
Р Ё 00 1 
2 2 0 0 0 
1 1 
uo d 
一 1 一 1 
1 1° |62. 
征 向 量 р, = a ,单位 化 为 we 一 元 als 


1 
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21 
в 0 
Кук 
所 求 正 交 变换 为 х= i 
Z 0 
工 
° ж 


例 7.5 用 正 交 变 换 化 二 次 型 


sl әј юше юм 


,在 这 一 变换 下 , уу. 


Оху s2 s283) = 2x Hr} — 42122-42213 


为 标准 形 ,并 给 出 所 用 的 变换 式 . 
解 /了 的 矩阵 


2 —2 0 
< i 过 
0 —2 o 
A 的 特征 多 项 式 
2—А —2 
de(A—1E)=| —2 1—4 —2|=—(@а+2)(4—1)(4—4), 
0 —2 一 
4 的 特征 值 л =—2,4,=1,35=4. 
4 —2 0 10 4 
тасална 3 a|, 1 一 1| ' 故 对 应 的 特征 向 量 
о — 2 АИ 
1 1 
„= |2 жаз) 
2 2 
D саз 101 
ЯР А=1,А-Е=|—2 0 : јо 1 去 | , 故 对 应 的 特征 向 量 
0 —2 一 1 фо 
2 2 
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—2 —2 0 1 0 一 2 
对 于 1 一 4,4 一 4 一 | 一 2 一 3 чє} 1 2 | , 故 对 应 的 特征 向 量 
05 2—2 2-4 оо о 
2 2 
„нава. 
1 1 
Г: 
3 3 
所 用 的 正 交 变 换 为 х= 2 + 20у Амат f= 2y Hyi Hyi. 


3 
2 


3 
注 : 在 例 7. 3 中 ,如 果 用 正 交 变 换 


wlw os оре 


Z Z 2 

2 6 3 

= 2432 1 
$ 0 3 3 У, 

2 Z 2 

3 


也 可 把 f ERIRE 5yi 5y —4y3. 在 


2 


中 ,如 果 用 正 交 变 换 


ојә әјә оре 
| 
| 
ЬУ 


可 把 了 化 为 标准 形 站 一 2 十 4 如 . 这 说 明 : 化 二 次 型 为 标准 形 的 正 交 变换 不 是 
惟一 的 ,同时 所 得 标准 形 也 不 一 定 相同 . 

但 是 要 注意 ,标准 形 中 各 平方 项 的 系数 是 矩阵 4 的 特征 值 ,所 以 ,无 论 用 何 
种 正 交 变 换 , 化 成 的 标准 形 的 形式 有 何不 同 ,标准 形 中 所 含 平方 项 的 个 数 及 系数 
(不 计 排 列 次 序 ) 是 相同 的 ,从 而 系数 中 的 正 数 (负数 ) 的 个 数 也 是 相同 的 . 


第 三 节 用 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 


除了 上 节 介 绍 的 用 正 交 变 换 化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 外 ,我 们 还 可 用 其 他 
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方法 , 即 寻 找 一 个 一 般 的 可 逆 线 性 变换 (不 一 定 是 正 交 变换 )x 二 Cy 化 二 次 型 为 
标准 形 . 以 下 介绍 常用 的 配方 法 . 
BHA n TKA 
= х7Ах= ах tHe Hamri +H 2a teH 2an nEn En 
ШЖ zf 项 系数 不 为 0, 即 aa 天 0, 则 把 所 有 含 zx 的 项 集中 起 来 配 成 完全 平方 , 配 
方 后 其 余 项 中 不 再 含有 zi. 例如 
Р 一 也 十 3 好 一 2zizz 十 2zizs 一 2ziz 一 6zszs 十 6zzz 一 12zyz4 


= [0-50 аз 0) 05—240 2203—2222, +22320]+ 


325 — 6X2, HOX: 2, — 122324 
= (21 — 2r Hay — z, ) +21} — r} — ri — 42323442223 —102324. 
因为 其 余 项 中 好 的 系数 不 为 0, 再 把 所 有 含 т; 的 项 集中 起 来 配 成 完全 平 
方 ,配方 后 其 余 项 中 不 再 含有 zz : 
S “(а—ж+Кху—х,)*+2(х}—2х,х,+2л+х)—хЇ—х1—10хул‹ 
= (д2 Баз 20) [2020-0 20) — 225—225 -42320]— 
25—21 — 10232, 
= (21 — 2: Баз 20) 200—203 Ha)? — 32—31} — 6T t4. 
继续 这 一 过 程 ,直到 所 有 项 都 变 成 平方 项 为 止 : 
SEa —ж-+Еху,—х,)%*+2(х,—ху-+Ех,)%#—3(ху++х,)%®. 


NET t 2—2, aS5y Hys 110 0 
= 一 zs 十 = +»—2. = 

5 ж» л+л, 则 T ту 72у, Rie 011-2 Şi 
»= THT» z= B л, 001—1 
n= Tis gm ж, 000 1 


ЖЕҢ ЕЗЕК, ОЛЕ f= yi -+2у#—3 у ,成 为 标准 形 , 所 用 的 变换 
矩阵 C 显然 是 可 逆 和 矩阵 . 

如 果 二 次 型 中 不 含 平方 项 而 仅 含 交叉 乘积 项 , 则 需 先进 行 一 个 可 逆 线 性 变 
换 把 了 化 为 含有 平方 项 的 二 次 型 ,再 用 上 述 方法 进一步 化 为 标准 形 , 例 如 ,了 中 
含有 2aizzi z, B az 天 0, 则 先进 行 线性 变换 


ZI 一 Ji 一 zy t =} 0 0 
T= yi tyz» i ЖШ ЧП. 0 
z= зз» 即 x=|0 0 1 o |у, 
„= Yas 0 0 0 == 1 


则 2а,хух« = 2а Су, — уг) Су Hy) = 2491 — 2а уй, f АУЕ — 
次 型 了 . 
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例如 ,对 于 二 次 型 一 zizz 十 zizs 一 3zzz, 令 
х= у-у, 
上 
х= Уз, 
下 7270 
1 1 0 
06-0 i 
则 S = ту) ол + у) + Су уг) уз 30у + у;) уз 
三 并 一 六 一 2y1ys 一 4y2ys ,再 配方 得 
S =y) 55—52 Ayy 
=(»—у,)*—[ (у 25у) — 4y] 
=(y =y) — Су, +2y) +3535. 


Bp х= У, 


z =y V» NFZ +а, 
4 f- 2 十 2%， 或 | 2—24, 
з= з, у= з, 
10 1 
вр у= р 1 让 
0 0 1 
则 22—22 322 成 为 标准 形 . 
所 用 变换 为 
per-e з= дү О, 1 r 43 
х= |1 1 0|у= |1 1 0/0 1 —2|2= |1 1 ih 
L E RS 0 0 1)(0 0 1 о о 1 
它 显 然 是 可 逆 线 性 变换 . 


综 上 所 述 ,用 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 的 步骤 大 致 为 : 
二 次 型 中 含有 平方 项 airi , 则 把 所 有 含 r: 的 项 集中 起 来 配方 . 
二 次 型 中 不 含 平方 项 ,而 含 交叉 乘积 项 24szx,z; , 则 先 作 可 逆 线 性 变换 
T= YT yj 
н. 
х= уь (651,3), 
把 二 次 型 化 为 含有 平方 项 的 ,再 进行 配方 . 最 后 把 两 次 可 逆 线 性 变换 复合 成 一 个 
可 逆 线 性 变换 . 
通过 以 上 讨论 可 得 
定理 7.4 任意 实 二 次 型 都 可 经 可 逆 线 性 变换 化 为 标准 形 . 
推论 ”任意 实 对 称 矩 阵 都 合同 于 一 个 对 角 阵 . 
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例 7.6 用 配方 法 化 二 次 型 


f=zi+2zi+2zr1 rs — 2a Ts 


为 标准 形 ,并 给 出 所 用 的 可 逆 变 换 . 
解 /=‹(х+х,—х,)%+х4}—х{1+2х,хз 
= (ж Hr: ~x) + (t: аз) — 225. 


у 2 Ба 3, Lı = yı у, 25у, 1 —1 2 
efa- 2 十 Za， 则 zz 一 zys» Юх=|0 1 —1/у 
= Tzs Ts 一 Уз, о 0 1 


为 所 用 可 北 变 换 , 在 这 一 变换 下 ,标准 形 为 /=у+ у:—2у. 


例 7.7 用 配方 法 化 二 次 型 


Д=хух + хуху+хух‹++хху + rr rx 


为 标准 形 , 并 给 出 所 用 的 可 逆 变 换 . 


деу у, 1:210 
t= yi Hy» 11 о 

ж Вр х= 
+ = ЕД0 бф. 01 
х= H» 0.0. 0 


н о о о 


W FSA +0 у)» HS уу НО + ж)» НО Буг) Буви 


и ж + 2у‹ уз Р2у yi + узу, 
=l +» +u) 


1 9 
=( Hy +y)? 1-(» і 7%) ГЕД 

1 
а=у Туфу, у= та-та, 

2. = э», реч 
= 2, 

人 了 Тес 则 
АЫ жез? »= 2—78, 
= ж n= 2, 


二 次 型 的 标准 形 为 f> eiii i ЭРЛИК ИЛЕМ 


nero oui те ТЕ 
212 °ф ото о 1 
“jlo o 1 iT 
оо 1 一 了 
оо олт 2 0 
ооо 1 6 


10—1—-+- 
010 0 
即 y= 1i? 
001 = 
000 1 
1 
= = 
1 
1 1 -3|, 
—1 
0 1 


© 
- 
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应 当 指出 的 是 , 随 着 配方 的 方法 不 同 , 二 次 型 的 标准 形 和 所 用 的 可 逆 线 性 变 
换 都 不 是 惟一 的 . 
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一 、 惯 性 定理 与 正定 二 次 型 


无 论 是 用 正 交 变 换 还 是 一 般 的 可 逆 线 性 变换 化 实 二 次 型 为 标准 形 , 尽 管 所 
用 的 变换 不 是 惟一 的 ,所 得 二 次 型 的 标准 形 的 形式 也 不 是 惟一 的 ,但 同一 二 次 型 
的 标准 形 中 所 含 平方 项 的 个 数 却 是 相同 的 , 它 等 于 二 次 型 矩阵 的 秩 , 也 等 于 二 次 
型 矩阵 非 零 特征 值 的 个 数 . 同时 ,标准 形 中 系数 为 正 数 的 项 的 个 数 也 是 相同 的 . 
实际 上 ,我 们 有 : 
定理 7. 5( 惯 性 定理 ) 
设 有 实 二 次 型 /= хт Ах ,其 秩 为 ~ 在 不 同 的 可 逆 线 性 变换 х= Су, х= ра 
下 ,使 得 f 变 为 标准 形 : 
Р=АУ+А у Ау (天 0)， 
f=pz? ро + Бил Сш 50), 
则 ,4X2，… ,4 中 正 数 的 个 数 与 pi spery 中正 数 个 数 相同 . 
定义 7.6 /的 标准 形 中 的 正 系 数 的 个 数 称 为 了 的 正 惯性 指数 , 负 系数 的 
个 数 称 为 f 的 负 惯 性 指数 . 
定义 7.7 设 f 二 x"Ax 为 实 二 次 型 . 如果 对 于 任意 的 x 关 0, 都 有 /:>0, 
了 为 正定 二 次 型 ,f 的 矩阵 A 称 为 正定 矩阵 (可 记 为 4 之 0); 如 果 对 于 任意 的 
Y 天 0, 都 有 f<0, 则 称 7 为 负 定 二 次 型 ,7 的 矩阵 А 称 为 负 定 矩阵 (可 记 为 A<0). 


二 、 正 定 二 次 型 (正定 和 矩阵) 的 判定 


定理 7.6 nn 元 实 二 次 型 /二 x Ах 为 正定 二 次 型 的 充分 必要 条 件 是 /的 标 
准 形 中 个 平方 项 系数 全 为 正 数 , 即 f 的 正 惯 性 指数 等 于 . 


证 “ 设 可 逆 线 性 变换 х=Су Ло = Су) = Yl у! ж А2001, 


2,… 7) , 则 对 任意 x 关 0, 有 ?一 C-x 关 0, 故 уо = Улу! >00 f EE. 

反之 ,如 果 j 了 正定 且 有 某 个 1; 委 0, 则 取 у= е, Д] Се 950. 这 时 f(Cy) = 
У ССег) =А,0° А20 十 十 A 十 … 十 和 0? =А,<0, 5 了 正定 矛盾 . 可 见 Ni 之 0 
(i=1,2,% ,7). 
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推论 ИЕА 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 =” 个 特征 值 全 
是 正 数 . 

把 上 述 定理 和 推论 中 的 “ 正 ? 字 改 为 “ 负 ” 字 , 则 得 到 负 定 二 次 型 和 负 定 矩阵 
的 充分 必要 条 件 . 

以 下 我 们 给 出 判断 实 对 称 矩 阵 正定 或 负 定 的 一 个 更 为 实用 的 方法 . 为 此 , 先 


给 出 
定义 7.8 ЖА (а), п 阶 方 阵 , 则 行列 式 
а\\ ai б аш 
an аш аз 


рю=|“" ©" 17 Фи) Ci=1,2, sn) 


аа аа + а 
称 为 4 的 第 ; 个 顺序 主子 式 . 

由 定义 可 见 , 方 阵 4 的 第 一 个 顺序 主子 式 就 是 au ,而 第 个 顺序 主子 式 就 
Ж |А|. 

定理 7.7 „ИЗА 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 所 有 顺序 主子 式 
都 大 于 零 .4 负 定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 顺序 主子 式 中 奇数 阶 的 小 于 零 而 偶数 
阶 的 大 于 零 . 

例 7.8 判断 下 列 二 次 型 的 正定 性 

(1) /=6хї-++х}+5х1--4хух,—8тухлу—4х,хз$ 

(2) р= — 321 — 305—415 4х0: 4123. 
6 2 —4 

1 一 2 

—=4 —2 5 


Ж (1) РЮЖЕА = ›А 的 顺序 主子 式 


6 


6 2 
1s1=6>0, |6 ?| =6—4=2>0, 2 1 一 ?|=30 十 16 十 16 一 16 一 


be i „Б 
24 一 20 二 2 之 0, 所 以 由 定理 7.7 知 f 是 正定 二 次 型 . 
=з 2 2 
(2) у #А=,2 —3 0 |,4 的 顺序 主子 式 
2 0 一 
=g- 
1 一 3 I=—3<0. | |=9-1=5>0, 
аа) 
=з 2 2 
2 一 3 0 |=—36+12+16=—8<0 
2 о –4 


所 以 由 定理 7.7 知 f 是 负 定 二 次 型 . 
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例 7.9 确定 上 的 取 值 范围 ,使 二 次 型 
一 2 好 一 2tzizs 一 2tzizs 十 2 友 一 2tzzzs 十 2z3 
为 正定 二 次 型 . 
2 =. = 
на 7 
an ет 2 


й 了 的 矩阵 4 一 ,显然 4 的 第 一 个 顺序 主子 式 121 一 2 之 


m 
ое айдяштЕтаахтош|" аео, 


а, = 
—t 2 —1|=—20:+2) (0—1) 20. 由 此 解 得 一 2 二 ti 二 2,t 二 1. 总 之 
SEEE А 
当 一 2<t<1 时 ,A 正定 ,从 而 f 正定 . 

例 7.10 ЖА л REEERE EX n 阶 单位 阵 , 证 明 |A 十 E|1. 

证 因为 4 正定 ,所 以 A ЭА АЕ, 从 而 存在 п 阶 正 交 阵 P, 使 
A о 


了 -14P 一 PT4P 一 ,其 中 4 二 0(i=1,2,…,n) 是 A п 个 特征 值 . 这 


O Àn 


Ài 1 


m РЇ (А + Е) Р = PAP + PEP = 


Àn 1 


1+ 
,于 是 det[P"(A+E)P]=det(P") • det(A+E) + det P= 


TFA 
det(A+E)= (1+1) (1+А,)21. 

例 7.11 ЭЖЕ A WEA’ —3A+2E=0, WEH А 为 正定 矩阵 . 

证 ШАЉА 的 任 一 特征 值 , 则 存在 非 零 向 量 x Е Ах =Ах. 因为 (4 一 
ЗА+2Е) х= Ах ЗАх+ 2х = 4х — ЗАх + 2х= (А — ЗА+2)х= О, MH А — 
34 十 2 二 0, 即 4 二 1 或 4 二 2. 可 见 А 的 特征 值 均 为 正 数 , 即 4 正定 . 


习 题 A 


1. 写 出 下 列 二 次 型 的 矩阵 . 

(1) ее 22122 0234225; 

(2) у= tritri tr rta axtara; 
(3) f=22 11—413 t4. 
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2. 用 正 交 变 换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 , 并 给 出 所 用 的 变换 . 

(1) = 221 +52523442122 4r ts 825233 

(2) у= 32 +324 625 +82: — 4123 42223: 

(3) = 2212: 22321; 

(4) f= xi 4134105 — 42122 HA ts 82023. 

3. 用 配方 法 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 , 并 给 出 所 用 的 可 逆 线 性 变换 . 
(1) /=хї-Е2х}+-2лул,—2лулз 

(2) {=z а 2212222235 

(3) Stitt t T лала; 

(4) f=} t 2af tai +4r т; tH Ar т, +-2лу т H 2r: ту +-2лу 74 Hrt 
4. 判断 下 列 二 次 型 的 正定 性 . 

(1) у= 52# +63 4а — 42122 —422233 

(2) /=4хул,—2лй—4л}—5д]. 

5. 当 上 取 何 值 时 ,下 列 二 次 型 为 正定 二 次 型 . 

(1) /=5л{+х1+2}+-4лухл,—2хлулу—2хулуз 

(2) f=zt+ E+57 +H 2ta т, — 2л zs HAr: zs. 

6. 设 U 是 可 道 和 矩阵 ,A 二 UTU, 证 明 f= x Ах 为 正定 二 次 型 . 

7. 设 4 为 正定 矩阵 ,证 明 存 在 可 逆 和 矩阵 U, 使 A=U"™U. 

8. 证 明 对 称 矩 阵 只 能 与 对 称 矩 阵 合同 . 

9. ВА лп МШ, ДЖА 与 一 4 合同 , 则 = 必 为 偶数 


习 题 B 


1. 已 知 二 次 型 f=2ri +3} H 3zi + 2ax: x, (a>0), B EXER х= Ру 化 为 标准 形 /一 
У +2у1+5у%,Ж а 的 值 和 正 交 变换 矩阵 已 . 

2. 已 知 二 次 型 /=5л1 524-623 —2хлу x: 十 6zi zs 一 6zzzs 的 秩 为 2, 求人 的 值 及 的 矩 
阵 的 特征 值 . 

3. 设 二 次 型 f=ri tari + ai + 2br zr: + 2луху + 2ху ху, REXER х= Ру 化 为 了 一 
+455, asb WR EXER Р. 

4. 设 A4,B 为 n 阶 方 阵 ,证 明 : 

(1) # 0 是 初等 矩阵 , 则 ОТАО 是 对 A 进行 一 次 初等 行 变 换 ,再 进行 一 次 相同 的 初等 列 
变换 所 得 的 矩阵 

(2) A,B 合同 的 充分 必要 条 件 是 可 对 A 的 行 、 列 进行 相同 的 初等 变换 变 为 B. 

5. Ж пл ЙЛ А 正定 ,证 明 4 ,A* 也 正定 . 

6. 设 n 阶 方 阵 A,B 正定 ,证 明 和 十 B 也 正定 . 

7. ЖА т МЕЖЕ, BH mX n KEE, iE ВТАВ 为 正定 矩阵 的 充 要 条 件 
HRB) = п. 

8. 证 明 实 二 次 型 fx" Ax, | х| =1 时 的 最 大 值 为 4 的 最 大 特征 值 . 
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通过 建立 平面 直角 坐标 系 ,我 们 得 到 了 平面 上 直线 和 曲线 的 代数 方程 ,进而 
研究 平面 图 形 的 几何 性 质 . 这 一 方法 称 为 坐标 法 ,已 为 大 家 所 熟知 . 这 一 章 我 们 
沿用 坐标 法 对 空间 直线 、 曲 线 、 平 面 和 曲面 加 以 研究 . 虽然 这 可 以 看 成 平面 解析 
几何 的 推广 ,但 也 产生 了 许多 新 的 东西 . 由 于 在 前 几 章 中 我 们 对 п 维 向 量 及 其 线 
性 运算 已 经 掌握 ,所 以 在 本 章 中 引 人 三 维 向 量 作为 工具 ,用 它 来 研究 空间 几何 问 
题 往 往 更 为 简捷 ,这 就 是 所 谓 的 向 量 法 . 应 当 指出 ,空间 解析 几何 是 线性 代数 的 
一 个 最 直接 的 应 用 , 它 为 许多 代数 概念 提供 了 几何 原型 ,加 深 了 我 们 对 代数 研究 
对 象 及 其 性 质 的 认识 ,同时 也 为 进一步 学 习 多 元 函数 微 积分 打下 基础 . 
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一 、 坐 标 系 的 建立 


在 空间 选 定 一 点 0, 过 О 作 三 条 两 两 垂直 的 直线 ,给 定 它们 的 正 向 和 单位 
长 ,使 之 成 为 以 O 为 原点 的 数 轴 , 分 别称 z 轴 ,y 轴 ,z 轴 . 其 正 向 符合 右手 法 则 ， 
即 右 手 四 指 指 向 从 z 轴 正 向 逆 时 针 地 转 到 y 轴 正 向 的 方向 时 ,大 拇指 的 方向 为 
z 轴 正 向 , 则 得 到 了 如 图 8. 1 所 示 的 右手 空间 直角 坐标 系 . 其 中 ,O 称 为 坐标 原 
Aor 轴 也 称 横 轴 ,>y 轴 也 称 纵 轴 ,z 轴 也 称 竖 轴 . zx 轴 和 y 轴 所 确定 的 平面 称 为 
хОу ЖШ, у 轴 和 xz 轴 所 确定 的 平面 称 yOz 平面 ,x 轴 和 xz 轴 所 确定 的 平面 称 
«Ох 平面 ,这 三 个 平面 统称 坐标 面 . 三 个 坐标 面 把 整个 空间 分 为 八 个 部 分 ,每 一 
部 分 称 为 一 个 卦 限 ,xOy 平面 上 方 含 有 三 个 轴 正 向 的 部 分 为 第 工 卦 限 , 其 他 三 
个 卦 限 按 逆 时 针 方 向 依次 为 第 本 ,第 陡 , 第 信封 限 . zOy 平面 下 方 , 第 工 卦 限 之 
下 为 第 V 卦 限 ,其 余 的 按 逆 时 针 方 向 依次 为 第 W, 第 开 , 第 而 卦 限 ,如 图 8. 2. 


二 、 空 间 点 的 直角 坐标 


设 M 为 空间 任意 一 点 ,过 M 分 别 作 z 轴 ,y 轴 ,z 轴 的 垂直 平面 , 垂 足 依次 
为 P,Q,R. 设 P,Q,R 在 它们 各 自 所 在 的 轴 上 分 别 代 表 实数 工 ,y,z, 则 (xz,y,z) 
是 由 点 M 惟一 地 确定 的 一 个 三 元 有 序数 组 . 
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图 8.1 图 8.2 


反之 ,给 定 一 个 三 元 有 序数 组 (x,y,z), 分 别 在 + 轴 ,y Їй, = 轴 上 找到 代表 
х,у: 的 点 P,Q,R, 过 P,Q,R 作 所 在 轴 的 垂直 平 
面 ,这 三 个 垂直 平面 的 交点 M 是 由 三 元 有 序数 组 
(zyyz) 惟 一 地 确定 的 一 点 (图 8.3). 

总 之 ,利用 空间 直角 坐标 系 ,我 们 可 以 建立 空间 
点 和 三 元 有 序数 组 的 一 一 对 应 关系 . 我 们 把 与 点 M 
对 应 的 三 元 有 序数 组 (z,y,z) 称 为 点 M 的 空间 直角 
坐标 , 记 为 MC(z,y,z). 其 中 х,у, 依次 称 为 点 M 的 
横 坐标 、 纵 坐标 和 竖 坐 标 . 

由 点 的 坐标 的 定义 不 难看 出 ,三 个 坐标 全 为 0 的 点 就 是 坐标 原点 О. 三 个 坐 
标 中 有 两 个 为 0 的 点 一 定 在 坐标 轴 上 ,例如 (a,0,0) 为 z 轴 上 的 点 . 三 个 坐标 仅 
有 一 个 为 0 的 点 一 定 在 坐标 面 上 ,例如 (a,6,0) 为 rOy 平面 上 的 点 . 


三 、 两 点 间距 离 公式 


Ж M; (х,у, ж), М, (хг уз ,zs) 为 空间 任 
意 两 点 ,它们 的 距离 d 就 是 线段 MiM: 的 长 
|M M: |. 下 面 我 们 推导 d 的 计算 公式 . 

过 М, M: 作 三 条 轴 的 垂直 平面 ,这 六 个 平 
面 围 成 一 个 以 M M: 为 对 角 线 的 长 方 体 ,如 图 
8.4 所 示 . 显然 有 
IMM:|*=|M:Pl?+|IM QI?’ +|M:R]?. (8.1) 

Bð M, M: Уух 轴 垂 直 的 两 平面 与 x 
轴 交 于 Pi,P; ,它们 在 工 轴 上 分 别 表示 实数 zi ， 
T:E V | PiP: |= |z: >a |, FÆR |M P| = | PiP: | 二 |zs 一 zi|. 同 理 可 得 
IMQI= IQQ iS 15. у l, |M R|= |R R: | = |2 — 2, |. ЖАС. 1)44 M, ,М, 
的 距离 为 


а= (а =з) (у у) F eaz. (8. 2) 
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上 式 称 为 两 点 间距 离 公式 , 它 是 平面 上 两 点 间距 离 公式 的 推广 . 特别 地 ,点 
M(xz,y,z) 到 原点 О 的 距离 
d= VT+Yy +4. (8. 3) 
例 8.1 证 明 以 点 A(1,2,1),B(2, 一 1,3),C( 一 1,3,4) 为 顶点 的 三 角形 是 
等 腰 三 角形 . 


证 因为 |AB|= VC(2 一 1)? 十 (一 1 一 2)* 十 (3 一 1)*= у, 
1АС|= W( 一 1 一 1 和 三 十 (3 一 2 三 十 (4 一 1 三 一 VI4， 
Івс| = V(—1—2)’+(3+1)’+(4—3) = V26, 


所 以 人 ABC 是 以 BC 为 底 边 的 等 腰 三 角形 . 
例 8.2 在 z 轴 上 求 与 A(3,2, 一 1),B(6,1,0) 距 离 相等 的 点 . 
解 ” 设 所 求 点 M 的 坐标 为 (0,0,c), 则 由 |MA| 二 1MB| 得 
(3—0)*+(2—0)*+Е(с+1)*= VC6 一 0)5 干 (I 一 075 干 (c 一 0)7 
去 根 号 得 9+4+с +2с+1=36+1+с°, 


ШАВ с RARA (0,0,2). 
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一 、 几 何 向 量 


在 数学 和 许多 自然 科学 中 ,经 常 遇 到 两 类 不 同性 质 的 量 . 其 中 一 类 比较 简 
单 , 当 取 定 测量 单位 后 ,可 用 一 个 实数 来 表示 ,例如 立体 的 体积 、 曲 线 的 弧 长 、 温 
度 、 质 量 等 等 ,这 种 只 有 大 小 的 量 称 为 数量 . 男 一 类 比较 复杂 ,它们 不 但 有 大 小 ， 
而 且 有 方向 ,例如 力 、 力 矩 、 速 度 、 加 速度 等 等 . 这 种 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 称 为 
向 量 或 矢量 . 在 几何 学 中 ,数量 可 以 用 数 轴 上 的 点 来 表示 ,而 向 量 可 以 用 有 向 线 
段 来 表示 ,因为 有 向 线段 的 长 度 可 用 来 表示 向 量 的 大 小 ,有 向 线段 的 方向 可 用 来 
表示 向 量 的 方向 . 这 种 用 有 向 线段 来 表示 的 量 我 们 称 为 几何 空间 的 向 量 或 几何 
向 量 ,简称 向 量 . 


设 4,B 为 空间 任意 两 点 ,如 果 连 接 А,В 的 有 向 线 в 
вил WRA B HEA MERRKAREHAB Z Ж о „ 
就 意味 着 可 以 用 两 个 大 写字 母 表示 一 个 向 量 ,表示 始 


点 的 字母 在 前 ,表示 终点 的 字母 在 后 . 为 简便 起 见 , 也 4 
可 用 一 个 小 写字 母 表示 向 量 ,例如 a,b,…. (图 8. 5) 图 8.5 


第 二 节 ”几何 空间 的 向 量 及 其 线性 运算 139 


向 量 的 大 小 , 称 为 向 量 的 长 或 模 . 向 量 A 记 的 长 记 为 |A 记 | ,向 量 a 的 长 记 为 
lal. 显然 向 量 的 长 为 非 负 实 数 . 向 量 本 身 不 能 比较 大 小 ,所 以 像 A 户 > CDP 这 样 的 
式 子 没有 意义 . 但 向 量 的 长 却 有 大 小 之 分 ,所 以 像 |A 户 | |C 方 | 的 式 子 是 有 意义 
的 . 长 为 0 的 向 量 , 即 始点 与 终点 重合 的 向 量 , 称 为 零 向 量 , 记 为 0, 其 方向 是 任 
意 的 . 长 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 以 原点 为 始点 ,以 空间 任意 一 点 M 为 终点 的 
ROMEA A М 的 向 径 ,通常 记 为 ~ 一 个 点 与 其 向 径 是 一 一 对 应 的 ,向 径 的 长 
相等 的 点 分 布 在 以 原点 为 球 心 的 球面 之 上 . 

在 实际 问题 中 ,有 的 向 量 与 始点 的 位 置 有 关 , 例 如 力 . 有 的 向 量 与 始点 的 位 
置 无 关 ,例如 速度 . 在 几何 中 我 们 仅 研究 与 始点 位 置 无 关 的 向 量 , 即 可 平移 到 任 
何 位 置 的 向 量 ,这 样 的 向 量 称 为 自由 向 量 ,以 下 简称 向 量 . 在 自由 向 量 的 意义 下 ， 
我 们 可 以 根据 需要 把 一 个 向 量 平移 到 任何 位 置 . 

长 度 相等 ,方向 相同 的 两 个 向 量 a,b, 即 经 平移 可 完全 重合 的 向 量 , 称 为 相 
等 向 量 , 记 为 a 二 b. 

与 向 量 a 长 度 相等 ,但 方向 相反 的 向 量 称 为 a 的 负 向 量 , 记 为 一 a. 

两 个 非 零 向 量 a,b 方 向 相同 或 方向 相反 时 , 称 为 平行 或 共 线 , 记 为 a//b. Ж 
向 量 可 以 认为 与 任何 向 量 平 行 . 

两 个 以 上 的 非 零 向 量 经 平移 可 落 在 同一 平面 上 时 , 称 这 些 向 量 共 面 . 零 向 量 
可 以 认为 与 任何 向 量 共 面 ,平行 的 向 量 当然 是 共 面向 量 . 


二 、 向 量 的 加 ( 减 ) 法 


设 有 非 零 向 量 a,b, {ЕАВ = а, АЙ = Ь, АВ, A 方 为 邻 边 作 平 行 四 边 形 
ABCD ,如 图 8.6, 则 向 量 AC 称 为 a,b 之 和 , 记 为 a 十 b, 即 a 十 b==AC. 这 种 求 向 
量 和 的 方法 称 为 平行 四 边 形 法 则 . 当 a//5 时 ,如 果 а,Ь 同 向 , 则 a 十 b 仍 与 a,5b 
同 向 ,长 度 等 于 a,5b 长度 之 和 . 如 果 a,b 反 向 , 则 a 十 b 与 a,b 中 较 长 的 一 个 同 
向 ,长 度 等 于 a,b 长 度 之 差 ,如 图 8.7. 

向 量 的 加 法 也 可 由 与 平行 四 边 形 法 则 等 价 的 三 角形 法 则 来 定义 , 即 把 a,5 
首尾 相 接 ,从 а 的 首 (始点 ) 到 4b 的 尾 (终点 ) 的 向 量 就 是 a 十 5, 如 图 8. 8. 三 角形 
法 则 对 于 多 个 向 量 相 加 尤为 便利 ,只 要 把 这 些 向 量 首尾 相 接 , 则 从 第 一 个 向 量 的 
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首 ( 始 点 ) 到 最 后 一 个 向 量 的 尾 ( 终 点 ) 的 向 量 就 是 这 些 向 量 的 和 ,如 图 8. 9. 向 量 
的 加 法 满足 : 

(1) 交换 律 :a 十 5 一 5 十 ai 

Gi) WAH: Catb) +с=а+ (b+). 

另外 有 a+0=a,a+(—a)=0. 

我 们 规定 ,从 向 量 a 减 去 向 量 5 等 于 a 加 上 5 的 负 向 量 , 即 e 一 5 一 a 十 (一 咏 ， 
如 果 把 a,6 的 始点 移 到 同一 点 O, 则 从 5 的 终点 到 被 减 向 量 a 的 终点 的 向 量 就 
是 a 一 b, 如 图 8. 10. 显然 a 一 a 二 0,a 一 0 二 a. 


d 


а+Ь+с+а 


Р 8.9 


由 向 量 加 法 的 三 角形 法 则 不 难看 出 , |а 61 < |а| +101, 1а—61< 
la|+]b]. 


三 、 向 量 的 乘 数 运算 


ИНЕШ а, ЭЖА, Шаул 的 乘积 记 为 Ma ,规定 ia 仍 为 向 量 ,其 长 |Xa|= 
|A| lal ,其 方向 , 当 A>>0 时 aa 与 a 同 向 ; 当 4<0 时 ,Xa 与 a 反 向 ; 当 ) 一 0 时 ,ha 
为 零 向 量 ,方向 不 定 . 以 上 运算 称 为 向 量 的 乘 数 运算 . 

向 量 的 乘 数 运算 满足 : 

CG) 结合 律 :A(jya) 二 QAp)a=p(Xa), 其 中 ,yp 为 实数 ; 

Gi) 分配 律 :A 十 p)a=Xa 十 ya ,A(a 十 b) =a +b. 

另外 显然 有 1а=а,(—1)а= 一 a. 

以 上 定义 的 向 量 加 ( 减 ) 法 和 乘 数 两 种 运算 统称 向 量 的 线性 运算 . 用 向 量 的 
线性 运算 来 判定 向 量 的 共 线 与 共 面 ,我 们 有 : 

定理 8.1 设 a 为 非 零 向 量 , 则 向 量 b 平 行 于 a 的 充分 必要 条 件 是 存在 惟一 
实数 ,使 一 Ma. 


证 必要 性 . 如果 a/b ЗЕЙ А, ШИ al = LÈL, а,Ь НИНА > О, а,Ь 


БЫН А<С0. 于 是 да b [В], П А |да | = |А||а| = 161, b=a. 
充分 性 . 设 有 实数 ,使 b=. M4 А220 时 a,b 则 向 ,1<0 时 a,b Б,А=0 
时 5 一 0, 总 之 a//b. 
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另 一 方面 , 设 5 二 ha ,5 二 ya. 两 式 相 减 得 (4 一 y)a 二 0, 所 以 14 一 x| lal =0, A 
为 a 闫 0, 所 以 lal 隆 0, 于 是 有 |4 一 py| = 二 0, 即 4 二 jp. 这 说 明了 4 的 惟一 性 . 

定理 8.2 如果 三 个 向 量 a,b,c, 满 足 c=Xa 十 yb, 则 a,b,c 共 面 . 

证 当 a//b 时 ,a,b,c 共 线 ,从 而 共 面 . 当 a КЪН, ДЖ А, н:>0,Ш| с 是 以 
Да ,pb 为 邻 边 的 平行 四 边 形 对 角 线 上 的 向 量 ,所 以 Ma yub ,с JER, MAT a,b,c 36 
面 .4,p 取 其 他 值 时 可 类 似 讨 论 . 

定理 8.3 MRE a,b,c ti, На 5b, 则 一 定 存在 惟一 一 对 实数 4,y， 
使 得 c==Xa 十 yb 成 立 . 

证 存在 性 .把 a,b,c 的 始点 都 移 到 同一 点 O 处 ， 


设 OA=a,0B=b,0OC=c. 过 C 作 CD/0B, 与 OA 交 
FD, KODY a 38,9039: А WOD =ла , 同 理 有 


实数 u D= дь. 因此 с=О0Сб=Ор+рС=ла+ и. 
如 图 8. 11. 

惟一 性 . 设 с=ла+шЁБЬ=за-+ pb, W (ОА, А) 图 8.11 
a+ а —м)Ь=0, KH а X b, PEV А А = — p 0, В А, =À ,pn = p (否则 


Ж А, 一 2 天 0, 则 a 一 健一 你 ,由 定 再 8. 1 有 a/b, SRF.) 


以 上 三 个 定理 给 出 了 第 三 章 中 两 个 或 三 个 三 维 向 量 线性 相关 的 几何 意义 . 
两 个 向 量 共 线 , 三 个 向 量 共 面 ,用 线性 代数 语言 来 表述 就 是 它们 线性 相关 ,而 不 
共 线 ,不 共 面 的 向 量 就 是 线性 无 关 的 向 量 . 


四 、 非 零 向 量 的 单位 化 
设 a 为 非 零 向 量 ,以 实数 局 [ 与 a 相 乘 所 得 向 量 记 为 a 因为 局 [>0, 所 以 


о а AD 


а ба, AH la |= 70а | =тт!а! =1 а? 为 单位 向 量 . 总 之 a? 


是 与 a 同 向 的 单位 向 量 . 
把 一 个 非 零 向 量 乘 以 它 的 长 的 倒数 变 为 与 之 同 向 的 单位 向 量 的 过 程 称 为 向 
量 的 单位 化 . 
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设 A 为 空间 任意 一 点 ,z 为 空间 一 条 有 向 直线 , 称 为 u - 轴 . 过 A Еи - 轴 的 
垂直 平面 , 交 w - 轴 于 点 4 ЖАЗА HE и - 轴 上 的 投影 . 如 图 8. 12. 


т 
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定理 8.4 在 4- 轴 上 取 定 坐标 原点 O, 设 A,B 两 点 
Ж и - 轴 上 的 坐标 分 别 为 wi,us,e 为 与 4 - 轴 同 向 的 单位 
向 量 , 则 AB=(w, 一 wu)e. 

证 ЧА,ВЖ@,Ш ш =ш 时 ,AB=0,(w 一 wu)e= | >, 
0,ШЯГАВ= си, 一 mm)e; 当 A,B 不 重合 时 ,如 果 ш >ш, 
МАВ и =, АЗ e Ий, АВ=|АВ|е= (u — ише. 


如 果 ws <u ШАВ и - 轴 反 向 ,从 而 与 一 e 同 向 ,A 方 一 图 8. 12 
|АВ|(—е›=— (и —ие= (ш —u)e. 口 


一 、 点 M 的 向 径 OM 的 坐标 


在 zx 轴 ,y 轴 ,z 轴 上 分 别 取 与 所 在 轴 同 向 的 单 
位 向 量 ij,k, 称 之 为 单位 坐标 向 量 . BE MCz,y,z) 
为 空间 任意 一 点 ,过 M 作 zOy FHERR, EEH 
M'. 又 过 M 作 三 条 轴 的 生 直 平面 , 垂 足 依次 为 P， 
Q,R, 如 图 8. 13. 由 向 量 加 法 、 乘 数 运算 的 定义 及 定 
理 8.4 有 图 8.13 

ОМ=ОМ'+ОЁ=ОР+О0+ОЁ=«ї+ yj +zk. 8.4) 

(8.4) 称 为 OM 按 单位 坐标 向 量 的 分 解 式 ,其 中 ziyyj ,zk 称 为 O 咏 在 三 条 轴 
上 的 分 向 量 ,z,y,z 称 为 向 量 OM 的 坐标 , 记 为 OM= се, уза). 

由 OM 的 坐标 定义 不 难看 出 ,空间 一 点 的 向 径 的 三 个 坐标 与 该 点 的 坐标 是 
一 致 的 . 特别 地 ,单位 坐标 向 量 i 作为 点 (1,0,0) 的 向 径 ,i 的 坐标 为 (1,0,0), 同 
理 j=(0,1,0),k=(0,0,1). 


=, 一 般 向 量 的 坐标 
Ў Ala syi s21), BC: ,ys,z;) 为 空间 任意 两 点 ,向 量 
АВ=ОВ—ОА 
=(тї+»/+=Ю—(аї уј а) 
= (22—21) Суг — ур) ј (2 а). (8. 5) 


(8. 5) 称 为 向 量 A 访 按 单位 坐标 向 量 的 分 解 式 ,z; 一 s ye — у, —= 称 为 
АВА ЛЕЖАВ (а —т\ 552 Visz — 21). Ш ЇЕ а, = 2. — 1 sa, = yz — 


Уза, = 22 — 21, ШАВ= (a, ,а,,а.). 


通过 以 上 定义 可 见 , 向 量 的 坐标 等 于 向 量 终点 与 始点 对 应 坐标 之 差 . 特别 地 , 因 
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为 零 向 量 始点 和 终点 重合 ,所 以 0 二 (0,0,0). 非 零 向 量 的 三 个 坐标 一 定 不 全 为 0. 
三 、 用 坐标 进行 向 量 的 线性 运算 


设 向 量 а= (а, за, ,a:),b 二 (5;,5,,6:), 则 
a+b =(a,i+a,j +a,k)+(b,i+b,j +b.k) 
= (а, ++ (a, +b,)j+ (a, +b.)k 
= (а, +b, ,а, +b, sa, +b); 
a—b =(a,ita,j +a.k)— (bi tb,j +6.) 
= (а, —б,„)ї+ (a, —b,)j+ (a. =.) 
=(a,— b: sa, — bysa — b); 
да =А(аі+а,ј Hak) = Qa, i+ Ca, )j+ Qa. )k 
= (Аа, ‚Аа, ,Аа,). 
总 之 ,两 个 向 量 相 加 ( 减 ), 只 要 把 对 应 坐标 相 加 ( 减 ). 向 量 乘 数 ,只 要 把 这 个 
数 分 别 乘 到 每 个 坐标 之 上 . 
例 8.3 Ш а= ‹(а,,а,,а„)з&0,Ь= (b, ‚Ь,,Ь,) ,证 明 b 5a 共 线 的 充 要 
条 件 是 : 


‹8.6) 


Ф, ,6, ,be) = (а, „Аа, ,„Аа,). ИЖ Ь, =Аа, ,Ь, = Аа, ,Ь, =Аа., == =, 


а, а, а. 


ЖЖ а.а, а. 中 有 一 个 为 0, 例如 а. =0,а,,а, 30 8}, (8. 6) 式 应 理解 


6,=0, 
к-к Ща, .ay a, 中 有 两 个 为 0, 例 如 а,=а,=0,1й а, 720 时 ,(8.6) 式 应 


а, а. 


设 А,В 为 空间 任意 两 点 ,对 于 线段 AB 或 其 延长 线 上 的 点 C, 如 果 有 AC 一 
АСВ, C 分 线段 AB 成 定 比 1,C 为 АВ 的 定 比分 点 . 当 ) 之 0 时 ,C 在 线段 
АВ 上 ,AC 与 C 记 同 向 ,C 为 内 分 点 . 当 4<0 时 ,C 在 AB 的 延长 线 上 ,AC 与 CB 反 
向 ,C 为 外 分 点 . 当 4 一 0 时 ,C 与 4 重合 .4 一 一 1 Н,АС= СВ, ШАВ-0,5 
А,В 为 不 同 两 点 矛盾 ,所 以 不 存在 这 种 情况 . 


例 8.4 〈 定 比分 点 公式 ) 
Ж Асау syi s21) BC у 322) Ж} АВ 为 定 比 MX 天 一 1) 的 分 点 C 的 坐标 . 
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解 СЮ Сту) ШАС (ау узга), СВ (2—2, 
Ya У» 22 z). НАС АСВ = ду Аб х), y— yı “Aly 一)，z 一 2 
Або — z). 于 是 有 


2А _ytày _ zi 二 Az: 
агр AE E L E 
(8. 7) 式 称 为 定 比分 点 公式 . щА=1 时 ,C AB 中 点 ,这 时 有 中 点 公式 : 
sATA у-и „аты, (8.8) 
‹8. 7) (8. 8) 是 平面 解析 几何 中 定 比分 点 公式 和 中 点 公式 的 推广 . 


(8.7) 


х 
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一 、 内 积 


设 有 两 个 非 零 向 量 a,5, 把 它们 的 始点 移 到 同一 点 0, 记 OA=a,OB=5, 则 
称 人 AOB( 指 不 大 于 r 的 那 一 个 ) 为 向 量 a,b 的 夹 角 ， 
IEA (a,b). EZ 

许多 问题 与 向 量 的 长 和 向 量 的 夹 角 有 关 , 例 如 当 1 
力 正 使 质点 A 产生 位 移 s 时 , 力 FF 所 做 的 功 W= 4 而 з 
ЇЕ, | 1slcos《F,s), 其 中 Е, Ж Ез 方向 的 分 力 ,如 图 8.14 
图 8. 14. 由 此 可 见 功 W 是 与 力 、 位 移 的 大 小 及 两 者 夹 
角 有 关 的 数量 . 

定义 8.1 设 a,b 是 两 个 向 量 , 称 数量 |a| 1b|cos(a,b) 为 a,b 的 内 积 , 记 为 
[а,Ь], 

[a,b]= |а||Ь|соз(а,Ь›, (8. 9) 

因为 内 积 的 结果 是 数量 ,所 以 内 积 也 称 为 数量 积 . 

由 定义 不 难看 出 ,如 果 а,Ь 中 有 零 向 量 , 则 其 内 积 为 0. 向 量 a 与 自己 的 内 积 


[a,a]=|allalcos(a,a)= |al’, 


所 以 向 量 的 长 又 可 表示 为 
lal=V[La,al. (8. 10) 
当 а,Ь 都 不 是 零 向 量 时 ,a,b 夹 角 的 余弦 可 表示 为 
— [a,b] 
сова, = тотту. (8.11) 


上 述 两 式 表明 ,利用 向 量 的 内 积 可 以 解决 有 关 向 量 的 长 与 夹 角 的 问题 . 例如 
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力 下 所 做 的 功 W 可 用 [F,s] 来 表达 . 

内 积 运算 满足 下 列 规 律 : 

С1) 交换 律 :[a,b] 二 [b,aj; 

Gi) 结合 律 :[ (ha), 二 [a, (45)] 二 4[a,5],4 为 实数 ; 

GD 分 配 律 :[(a 十 b),c]=[a,c] 二 [b,c]; 

GV 正定 性 ;[a,aj 之 0, 等 号 当 且 仅 当 a=0 时 成 立 . 

注意 ”当天 0 时 ,由 [a,bj 二 [a,cj 仅 能 得 到 [a,(b 一 c)]=0, 一 般 不 能 推出 
8 一. 另外 (ii) 可 推广 到 有 限 多 个 向 量 和 的 内 积 , 即 


[ca ta ttan), ы] Ў) Cab], 
与 多 项 式 的 乘法 运算 类 似 і 
定理 8,5 非 堆 向量 a,b (врео) Га, b]=0. 


证 充分 性 . ШЖ alb, Bpa, b) = 5-,00Са,6]= lal |b] cos у =0. 

必要 性 . ШЖ Га,Ь]=0,{Н |a| #0, 161520, WVA соѕа,Ь) =0,ТД‹а,Ь) = 
也 ' 即 a,b зи. 口 

例 8.5 对 于 向 量 a,b, 证 明 恒等式 

la+b|?+|a—b|?=2]|a|?+2|bl?°, 
并 说 明 其 几何 意义 . 

证 ”如果 a,b 中 有 零 向 量 ,等 式 显然 成 立 . 以 下 设 a,b 均 为 非 零 向 量 , 

|а+Ь|°*+|а—Ь|* =[(a+b),(a+b)]+[(a—b),(a—b)] 
=[a,a]+[a,b]+[b,a]+[b,b]+[a,a]—[a,b]—[b,a]+[b,b] 
=2[a,a]+2[b,b]=2]a|? +2161. 

几何 意义 为 平行 四 边 形 两 条 对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 各 边 长 度 的 平方 和 . 

例 8.6 证 明 三 角形 三 条 高 交 于 一 点 . 

证 如 图 8.15, 设 AABC 的 高 BE,CF 交 于 点 M, 连 接 AM 并 延长 交 BC 
FD. 5 ВЕ АС, f VACUBM, AC]=0, ñi BM=AM— AB, АЖАМ 
АВ),АС]=0,ШГАМ,АС]=ГАВ,АС]. 又 因为 CF 上 
AB, 所 以 [CM, АВ] =0, 同 理 得 [AM, АВ] = ГАС, 
АВ). 比较 上 述 两 式 有 [AMM, AC]=[AM, AB], Pi VA 
ГАМ, САС-АВ)]=0,8ГАМ,ВС)=0. 这 说 明 ADL 
BC, 即 AD 也 是 AAABC 的 高 . 总 之 三 角形 三 条 高 交 于 3 
一 点 . 
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下 面 我 们 考虑 用 向 量 的 坐标 计算 内 积 . 设 i,j,k 分 别 为 三 条 轴 上 的 单位 坐 
标 向 量 , 则 由 向 量 长 的 公式 (8. 10) 和 向 量 垂直 的 充 要 条 件 有 
[i,=1il?=1,0,7]=171?=1,[k,k]= 1k|?=1;[i,j]=[j,k]=[k,i]=0. 
设 向 量 а= (а, ,а, а.) ,Ь= (Ы, ,Ь,,Ь.) „Ш 
Га,Ь]= [аі +а,ј а.к), (bit+b,j +Ь,К)] 
=а.Ь.[,#+а,ь,1),}1+а.ь.[к,К]+а,ь, +a,yb:)Li j]+ 
Carb. Hab. )Ck,i]+ Cab. tab Cj, k], 


所 以 [a,b]=a,b; +a,b, +a.b:. (8. 12) 
(8. 12) 是 用 坐标 计算 向 量 内 积 的 公式 , 它 表 明 在 直角 坐标 系 中 向 量 的 内 积 
等 于 对 应 坐标 乘积 之 和 . 
因为 [ae,a]=axa* 十 ayay 十 ace 一 as 十 oz 十 az, 所 以 有 
la| = 4/Га,а] = Va FaFa. (8. 13) 


例 8.7 已 知 空间 三 点 P(2,2,2),A(1,3,2),B(1,2,3), 求 人 APB. 

解 ”因为 FA= (1—2,3—2,2—2)=(—1,1,0),РВ= (1 一 2,2 一 2,3 一 2) 一 
(=1,0,1), ACPA, PB]=(—1)X(—1)+1x0+0x1=1, |P] =, | PB| = 
p=[PĀ.PĒ] 1, млр л. 

\РА|\РВ| 2 

定义 8.2 Шейка ае 
《a,k) 称 为 a 的 三 个 方向 角 , 记 为 ep,y. 方 向 角 的 余弦 cos а, соз B,cos у 称 为 向 
Жа 的 方向 余弦 . 

Ж а= (as,avya), 则 由 (8.11) 式 有 


соз а=соз(а,) = Га] 一 а: 


П ағаға’ 
[aj] а, 
lallil атаа’ 
ый [a,k] а. 
соз у= соз(а,К) = lal ik] тати" 
以 上 为 用 向 量 的 坐标 计算 方向 余弦 进而 求 出 方向 角 的 公式 ,由 此 公式 可 得 
到 方向 余弦 应 满足 的 恒等式 : 
cosza 十 cos28 十 cos27 一 1. (8.15) 
例 8.8 已 知 点 A(1, 一 1,2),B(4,2,2). 求 向 量 A 计 的 方向 余弦 和 方向 角 . 
解 “AB=(4 一 1,2 一 (一 ]) ,2 一 2) 二 (3,3,0), 所 以 A 让 的 方向 余弦 为 cos a 二 
3 эу з _/2 Ж = е 
ЕЕЕ 2 998 gp 37 ЖИЛ а= e 


VZ, 这 样 cos ZAPB=cos( PÀ, PB 


соз 8= соѕ(а,ј) = (8. 14) 
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二 、 外 积 

用 两 个 已 知 向 量 来 确定 第 三 个 向 量 的 运算 在 实际 问题 中 经 常 遇 到 . 例如 物 
理学 中 , 求 作用 于 点 A HHF 关于 支点 O 的 力矩 M,M 是 一 个 向 量 ,如 图 8. 16， 
M 的 大 小 |M|=|Fi|102|=|F|10A|sin(F,OA) ,其 中 Е, 为 正 沿 与 OA 垂直 方 
向 的 分 力 . 而 M 的 方向 垂直 于 OA 和 下 ,并 且 OX、F.M 成 右手 系 , 即 右手 四 指 指 
向 从 OA 以 不 超过 x 的 角 转 到 下 的 方向 时 ,大 拇指 的 方向 为 M 的 方向 . 注意 М 
在 由 OA ,FF 确定 的 平面 之 外 . 我们 把 M 叫做 OA 和 下 这 两 个 向 量 的 外 积 . 


定义 8.3 两 个 向 量 a,b 的 外 积 , 记 为 aX5b, 是 一 个 向 量 . 这 个 向 量 的 长 
laXxb|=|allb|sin(a,b), (8. 16) 
这 个 向 量 的 方向 与 a,b 都 垂直 ,并 且 按 а,Ь, а Х Ь 的 顺序 成 右手 系 , 即 当 右手 四 
指 指向 从 a 以 不 超过 r 的 转角 转向 b 的 方向 时 ,大 拇指 的 方向 为 aXb 的 方向 ， 
如 图 8. 17. 


м 


А7 йы 


图 & 16 图 8. 17 


根据 这 一 定义 ,上 述 力矩 可 表示 为 М=ОА ХЕ. 

因为 外 积 的 结果 是 向 量 , 所 以 外 积 也 称 为 向 量 积 . (8. 16) 式 说 明 外 积 的 长 的 
几何 意义 为 以 a,b 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 

外 积 运算 满足 如 下 规律 : 

Ci) 反 交 换 律 :aXb== 一 bXa; 

Gi) 结合 律 :Qa)Xb==aX ОЬ) =la Xb) ,4 为 实数 ; 

GD 左 分 配 律 :aX (8 十 c) 一 aXb 十 aXec， 

ЖЯ. (Ье) Xa 一 5Xa 十 cXa. 

НМЕ Хо, [а Ха| = |а| |а| ѕіп(а,а) = 二 0, 所 以 aXa=0. 当 aXb= 
aXc 时 ,即使 4a 取 0, 一 般 也 得 不 出 b 二 c 的 结论 ,只 能 得 到 aX(b 一 ce)==0. 另外 运 
算 规 律 ( 诈 ) 可 推广 为 : 


ба а +-- Ба) X (+ +H) = ЎЎ ахь, 
和 多 项 式 乘法 运算 类 似 . | 
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定理 8.6 非 零 向 量 a,b 平 行 的 充分 必要 条 件 是 a Xb 一 0. 
证 必要 性 .如 果 a//5, 则 (a,5b) 二 0 或 x,sin(a,b) 二 0, 于 是 
[аХЬ| = 1а 16| ѕіпа,Ь) =0, 8 aXb=0. 
充分 性 . ШЖ [а 30, 161520, H ахь=0, ДІ [аЬ = [а 10 5іпа, Б) =0 
得 ѕіп(а,Ь) =0, 70 а,Ь) =0 È n, BP a/b. 
例 8.9 ШЕВ ахь? =la]? |b] —Га, b]. 
证 |ахь|° = (|а| 16| ѕіпа,Ь))° = |а| || sin? а,Ь), 
[а,Ь]#= (1а 161 соѕ(а,Ь)) = |а| |612 cos?’ (а,Ь). 
ЯТЫ |aX b|? + а,Ь) = |a|? |b|? Сѕіп (а,Ь) + сов? (а,Ь)) = |а|? 11°, ахь = 
la|’ |b|? — Га, b]. 
以 下 我 们 讨论 用 坐标 计算 外 积 的 方法 . 首先 考虑 单位 坐标 向 量 的 外 积 ,因为 
ij ,为 两 两 垂直 的 单位 向 量 ,i,j ,大 成 右手 系 ,所 以 由 外 积 定义 不 难得 到 
iXi=jXj=kXk=0, 
iXj=k,jXk=i,kXi=j,jXi=—k,kXj=—i,iXk=—j. 
Ж а= (а, a, a.) b= (b: sb, sb.) , W) 
ахь =(a,i+a,j Как) X (b.i +b,j БЬЮ 
Sab: (iX i) tab, (iX j) tab Xk +ab (jX +аь, Xj) + 
ab (JXK) +ab:(kXi)+ab,(kXj)+ab, (kX k) 
= (а,Ь. —a,b,)i— (а,Ь. –аЬ,)ј+ (a,b, —ayb Ok. 
这 就 是 用 坐标 计算 向 量 外 积 的 公式 ,为 了 便于 记忆 ,我 们 把 它 表 示 为 一 个 形式 上 
的 三 阶 行列 式 , 即 


[ гЁ 


ахь= 〈 按 第 一 行 展开 ). (8.17) 


а. ау а, 
b: b, b. 
例 8. 10 已 知 空间 三 点 M(1,2,4) ,A(1,1, 一 1),B(3,1,0), 求 MAXMB 及 
AMAB 的 面积 . 
解 MA=(1—1,1—2,—1—4)=(0,—1,—5),MP=(3—1,1—2,0—4)= 
(2, 一 1, 一 4), 所 以 


КАКАЧ И / к 
МАХМВ= |0 一 1 5 |= —1—10] +26=(—1,—10,2). 
2 一 1 一 4 


又 由 外 积 长 的 几何 意义 知 八 MAB 的 面积 
s=} 1МАхмВ|=+ CDF F =-у 105. 
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三 、 混 合 积 

定义 8.4 设 a,b,c 为 三 个 向 量 , 先 作 a,b ахь, ахь 与 c 的 内 
积 ,所 得 数量 [(aXb) ,cj 称 为 a,b,c 的 混合 积 , 记 为 (a,b,c). 

当 a,b,c 不 共 面 时 ,以 a,b,c 为 棱 的 平行 六 面体 (如 
图 8. 18) 的 底面 积 为 laXb|, 高 h= 土 |c|cos(aXb,c)( 当 
(aXb,c) 为 锐角 时 取 正 号 ,aXb,c) 为 钝 角 时 取 负 号 ), 所 ол 
以 这 一 平行 六 面体 的 体积 V= 二 laXblh== 士 laXbllel 
соѕ(аХЬ,с) = | |аХЬ| |с|соѕ(аХЬ,с) |, її 

(а,Ь,с) =[(ахЬ) ,с]= |аХЬ| |с|соѕ(аХЬ,с), 
可 见 V=|(a,b,c)|. 总 之 ,向 量 a,b,c 的 混合 积 的 绝对 值 
的 几何 意义 是 以 a ,b,c 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 . 由 此 不 
难 证 明 : 

定理 8.7 三 个 向 量 a,b,c 共 面 的 充分 必要 条 件 是 (a,b,e) =0. 

下 面 我 们 考虑 如 何 用 坐标 计算 混合 积 . 设 a=(a: ,a,,a:),b==(b:,b,,b:)， 
с= (с,›с,,с„),Й aXb= (а,Ь„—а„&,,—а„&,+ а,Ь, saby —ayb:) s PRVA 

(а,Ь,с) =[(аХЬ),с) = (a,b. –а,Ь,)с, — (а,Ь, —ab:)cy + (asb,—aybs) ce 

а, а, а, 
= |6, b, baj. 
Жу. ПСЕ 

从 (8. 18) 式 可 见 , 混 合 积 可 由 三 个 向 量 的 坐标 组 成 的 三 阶 行列 式 求 出 ,这 个 
三 阶 行列 式 的 第 1,2,3 行 元 素 分 别 为 混合 积 (a,b,c) 中 第 1,2,3 个 向 量 的 坐标 . 
既然 如 此 ,利用 行列 式 的 性 质 不 难 证 明 混合 积 满足 以 下 运算 法 则 : 

Ci) (a,b,c)=(b,c,a)=(c,a,b)=—(b,a,c)=—(a,c,b)=—(c,b,a); 

Cii) (at+b,c,d)=(a,c,d)+ (b,c,d); 

Gii) (а,Ь,с) =Аа,Ь,с); 

(іу) (a,a,b)=0. 

018.11 已 知 空间 四 点 A(1,1,1),B(4,4,4),C(3,5,5),D(2,4,7), 求 三 
棱锥 A-BCD 的 体积 

解 ” 所 求 体积 是 以 A 记 , AC,A 户 为 楼 的 平行 六 面体 体积 的 六 分 之 一 . 因为 


A 一 (3,3,3),AC=(2,4,4),A 访 =(1,3,6), 所 以 
3 3 3 
244 
i a56 


(8. 18) 


(AB, AC, AD) = =18. 
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+ЖУ=-р|(АВ,АС,АЙ›|=--Х18=3. 


第 五 节 曲面 及 其 方程 


和 平面 解析 几何 中 把 曲线 作为 满足 某 个 二 元 方程 的 动 点 的 轨迹 一 样 ,我 们 
把 满足 某 个 三 元 方程 的 动 点 的 轨迹 叫做 曲面 . 

定义 8.5 ”如果 曲面 S 与 三 元 方程 

Flz,y,z)=0 (8. 19) 
满足 (i) S 上 任意 点 的 坐标 都 满足 (8. 19); 
Gi) 不 在 S 上 的 点 的 坐标 不 满足 (8. 19), 

则 称 (8. 19) 为 曲面 S 的 方程 ,而 把 S 称 为 方程 (8. 19) 的 图 形 . 

关于 曲面 的 研究 包含 两 类 问题 ,其 一 是 当 曲 面 给 出 时 ,如 何 建立 它 的 方程 ， 
其 二 是 给 定 三 元 方程 时 ,讨论 它 所 表示 的 曲面 及 其 性 质 . 


一 、 球 面 及 其 方程 


众所周知 ,球面 是 到 一 个 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 ,其 中 定点 称 为 球 
心 , 定 长 称 为 球 的 半径 . 

例 8.12 求 以 点 Mo (Czoyyoyzo) 为 球 心 ,以 尺 为 半径 的 球面 方程 . 

М 设 M(z,y,z) 为 球面 上 任意 一 点 , 则 М 与 М, 的 距离 等 于 半径 R, 由 两 
点 间距 离 公式 有 


(zx—xo) (у) 02) =, 
即 (ж— хь)*+(у— уо) 02-20) =, (8.20) 
因为 不 在 球面 上 的 点 一 定 不 满足 (8. 20) ,所 以 (8. 20) 就 是 所 求 的 球面 方程 . 
我 们 把 它 叫 做 球面 的 标准 方程 . 从 球面 的 标准 方程 (8. 20) 可 以 看 出 球 心 坐 
标 和 球 的 半径 . 特别 地 , 当 球 心 为 坐标 原点 时 ,球面 的 标准 方程 为 
x+y Ба =, (8. 21) 
球面 标准 方程 (8. 14) 可 整理 为 
a +y Hz — 2200 —2уоу 220242058 +z — R =0 (8. 22) 
的 形式 . 这 是 一 个 三 元 二 次 方程 , 它 仅 含 平方 项 而 不 含 交叉 乘积 项 ,上 且 平方 项 的 
系数 相等 . 一般 地 符合 上 述 两 个 特点 的 三 元 二 次 方程 总 可 经 配方 化 成 (8. 20) 的 
形式 . 所 以 , 形 如 (8. 22) 的 三 元 二 次 方程 表示 球面 .包括 半径 为 0 的 点 球面 和 半 
径 为 复数 的 虚 球面 . 
例 8.13 把 zz 十 y* 十 z? 一 2z 十 4y 一 6z 十 a 二 0 化 为 球面 的 标准 方程 ,并 就 a 
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的 值 对 球面 加 以 讨论 . 
н ”配方 得 标准 方程 : 
(z 一 1 十 (? 十 2)2 十 (< 一 3)2 一 14 一 a。 
当 a<14 时 , 它 表示 以 (1, 一 2,3) 为 球 心 , 以 V14 一 a 为 半径 的 球面 ; 当 4 二 14 时 ， 
它 表示 一 点 (1 ,一 2,3), 即 点 球面 , 当 a>14 时 , 它 表示 虚 球 面 ,没有 图 形 . 


=, 旋转 曲面 及 其 方程 


定义 8.6 一 平面 曲线 C 绕 所 在 平面 上 的 直线 ! 在 空间 旋转 一 周 所 形成 的 
曲面 称 为 旋转 曲面 ,C 称 为 旋转 曲面 的 母线 ,! 称 为 旋转 曲 
面 的 轴 . (图 8. 19) H 

例如 ,两 条 平行 线 中 的 一 条 绕 另 一 条 旋转 形成 的 圆柱 
面 ,两 条 相交 直线 一 条 绕 另 一 条 旋转 形成 的 圆锥 面 ,半圆 
弧 绕 其 所 对 的 直径 旋转 所 形成 的 球面 都 是 旋转 曲面 . 

下 面 我 们 推导 旋转 曲面 的 方程 . 

Ж C 为 >Oz 平面 上 的 曲线 ,其 方程 为 

f(y,z)=0. (8. 23) 

C 绕 < 轴 旋 转 一 周 形成 的 旋转 曲面 为 S. 又 设 МС, уо) 图 8.19 
S 上 的 任意 点 , 则 M 一 定 是 由 母线 上 一 点 M 经 旋转 而 来 
的 . 设 М, 的 坐标 为 (0,y ,zi), 则 z==z ,并 且 M,M, 到 转 
轴 z 轴 的 距离 相等 ,如 图 8. 20. 用 等 式 表 示 为 


Ма Fy = МОРУ, х=. 


a 


Bp лежу Ту, а =. (8. 24) 
因为 Mi ЖС Е.Я fn 21) = 0. #068. 24) 式 代入 得 
РСЕ Ма РУ, х) =0. (8. 25) 
这 就 是 S 上 任意 一 点 的 坐标 满足 的 方程 ,不 在 S 上 的 


点 的 坐标 不 满足 (8. 25). 这 样 ,我 们 就 得 到 了 以 yOz 面 
上 的 曲线 C: (>,z) 一 0 为 母线 ,以 = 轴 为 轴 的 旋转 曲面 方程 . 当 母 线 在 其 他 坐 
标 面 上 ,转轴 为 其 他 坐标 轴 时 可 类 似 讨论 ,结论 如 下 表 所 示 . 


+ 线 母线 方程 旋转 轴 旋转 曲面 方程 
二 
轴 жуг Фу, а) = 
yOz 平 面 上 的 曲线 | о) =о ш ы ы Ды ыы 
2 轴 + М7) =0 
z 轴 вс. И Ву) =0 


«Ох 平面 上 的 曲线 | g(z,z)=0 
工 轴 ЕСЕ МУ +: ,х)=0 
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续 表 
母 线 母线 方程 旋转 轴 旋转 曲面 方程 
工 轴 hlz, Vy + )=0 
хОу 平面 上 的 曲线 һ(х,у)=0 
у hvr Fr ,у)=0 


918.14 ЖЫ yOz 平面 上 的 直线 y=kz 为 母线 ,以 = 轴 为 轴 的 旋转 曲面 方程 . 


解 ” 由 上 表 可 见 所 求 旋转 曲面 方程 为 十 /ZT? 十 六 二 kz, 即 Hy =ke R 
“= са + уэ, (ее). 


这 一 旋转 曲面 为 圆锥 面 , 其 顶点 在 坐标 原点 . 一 般 地 ,顶点 在 原点 ,以 坐标 轴 
为 旋转 轴 的 圆锥 面 的 方程 都 能 够 表达 为 二 次 齐 次 函数 的 形式 . 


例 8.15 JE eOr ЖШ ЕЮ; HE =1 ИЕ e hz 轴 施 转 一 周 , 求 所 


得 旋转 曲面 的 方程 . 
解 绕 工 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 方程 为 


2 
g+ =], (8. 26) 


a 2 


5% z 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 方程 为 


“+, 
Блат АРЕ 


2 
== 
2-5 =1. (8.27) 


а 


这 两 种 曲面 都 称 为 旋转 椭 球 面 ,如 图 8. 21 所 示 . 


图 8. 21 


例 8.16 把 zy 平面 上 的 双 曲 线 芝 一 范 一 1 分 别 绕 = 轴 ,y 办 旋转 一 周 ， 


求 所 得 旋转 曲面 的 方程 . 
解 绕 z 轴 旋转 所 得 旋转 曲面 方程 为 
#1 (8. 28) 


绕 у 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 方程 为 
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кр 
же шу. (8. 29) 


其 中 (8. 28) 式 左边 有 两 个 负 项 ,一 个 正 项 , 它 所 表示 的 曲面 称 为 旋转 双 叶 双 曲 
面 ,如 图 8. 22 所 示 . (8. 29) 式 的 左边 有 两 个 正 项 ,一 个 负 项 . 它 所 表示 的 曲面 称 
为 旋转 单 叶 双 曲面 ,如 图 8. 23 所 示 . 


图 8. 24 


三 、 柱 面 及 其 方程 


定义 8.7 一 直线 ! 沿 空间 曲线 C 平行 移动 所 形成 的 曲面 称 为 柱 面 . ! 称 为 
柱 面 的 母线 ,C 称 为 柱 面 的 准 线 . 如 图 8. 24. 

例如 ,与 圆 C 所 在 平面 垂直 的 直线 ! 沿 C 平移 形成 的 圆柱 面 , 一 直线 ! 沿 与 
之 相交 的 另 一 直线 平移 形成 的 平面 等 都 是 柱 面 . 

例 8.17 求 以 zOy 平 面 上 的 圆 :zx? 十 y* 二 a? 为 准 线 , 母 线 平行 于 z 轴 的 柱 
面 S 的 方程 . 

解 ”如 图 8.25, 设 M(xz,y,z) 为 S 上 的 任意 一 点 ,M 所 
在 的 母线 与 准 线 交 于 Mi(z,y,0). 因 М, 在 准 线 上 ,所 以 有 

Hy =a. (8. 30) 

这 就 是 M 的 坐标 ,从 而 也 是 M 的 坐标 满足 的 等 式 , 不 在 S 
上 的 点 的 坐标 不 满足 (8. 30) ,所 以 (8. 30) 就 是 所 求 的 柱 面 方 
ж. 虽然 方程 中 仅 含 两 个 变量 , 仍 应 看 成 三 元 方程 ,缺少 变量 
z，, 说 明 曲面 上 的 点 的 竖 坐 标 可 任意 取 值 . 

类 似 地 ,以 yOz 平 面 上 的 圆 y* 十 zx? 二 a 为 准 线 ,母线 平 


图 8.25 


行 于 工 轴 的 圆柱 面 方程 为 
у +22 =а?. (8. 31) 
以 «Ох ЖЩ ЕЮ х? +2 а 为 准 线 ,母线 平行 于 y 轴 的 圆柱 面 方程 为 
并 十 到 一 az (8. 32) 


它们 都 应 被 看 成 缺少 一 个 变量 的 三 元 方程 . 
ЕЛЖ, АЖЕ г.у 而 缺少 x 的 方程 下 (z,y) 一 0, 在 空间 直角 坐标 系 
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中 表示 以 хОу 平面 上 的 曲线 下 (x,y) 一 0 为 准 线 ,母线 平行 于 x 轴 的 柱 面 . 仅 含 
变量 z,z 而 缺少 y 的 方程 H(z,z) 二 0, 表 示 以 xzOz 平面 上 的 曲线 H(zx,z) 一 0 


为 准 线 ,母线 平行 于 y 轴 的 柱 面 , 等 等 
例如 ,方程 yx 二 2z 在 平面 直角 坐标 系 中 表示 抛物 线 , 而 在 空间 直角 坐标 系 
中 表示 以 这 条 хОу 平面 上 的 抛物 线 为 准 线 ,母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 , 称 为 抛物 


柱 面 ,如 图 8. 26. 方 程 世 十 一 1 在 平面 直角 坐标 系 中 表示 构图, 而 在 空间 直角 
坐标 系 中 , 它 表 示 以 Oz 平面 上 的 这 个 梯 国 为 准 线 ,母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 , 称 
为 椭圆 柱 面 ,如 图 8. 27. 


同样 ,方程 到 一 东 一 1 也 表示 柱 面 , 称 为 双 出 柱 面 ,如 图 8. 28. 


图 8.27 图 8. 28 
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一 、 一 般 方程 

一 般 说 米 , 通 过 一 条 空间 曲线 的 曲面 有 无 穷 多 个 ,在 其 中 任 选 两 个 , 则 空间 
曲线 可 以 看 成 这 两 个 曲面 的 交 线 . 设 这 两 个 曲面 的 方程 为 FCz,y,z) 一 0， 
GGz,y,z) 一 0, 则 空间 曲线 上 任意 一 点 的 坐标 同时 满足 这 两 个 方程 ,不 在 空间 曲 
线 上 的 点 的 坐标 不 能 同时 满足 这 两 个 方程 . 由 这 两 个 曲面 方程 联 立 所 得 的 三 元 
方程 组 


(ee (8.33 
С(х,у,2) =0, 8:88) 
称 为 空间 曲线 的 一 般 方程 .显然 ,一 条 空间 曲线 的 一 般 方程 不 是 惟 -的 . 
бе 
тала 方 各 组 | TSD ,表示 何 种 空间 曲线 ? 


2z 十 3z 一 4 
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解 ” 第 一 个 方程 表示 以 Oy 平面 上 的 单位 圆 为 准 线 , 母 线 平行 于 = 轴 的 圆 
柱 面 ,第 二 个 方程 表示 以 20r 平面 上 的 直线 2z 十 3z 一 4 为 准 线 ,母线 平行 于 y 
轴 的 柱 面 , 实 际 上 是 一 平面 . 方程 组 所 表示 的 空间 曲线 是 圆柱 面 与 一 个 平面 的 交 
线 ,是 空间 的 一 个 椭圆 ,如 图 8. 29. 


z= VE Fy, 
(су ill 
2 4 
解 、 第 一 个 方程 表示 以 原点 为 球 心 ,以 a 为 半径 的 球面 在 zOy 平面 上 方 的 
部 分 , 称 为 上 半球 面 .第 二 个 方程 表示 以 20y 平面 上 的 并 (2 一 备 ) 十 六 一 全 
准 线 , 母 线 平行 于 x 轴 的 圆柱 面 . 二 者 的 交 线 如 图 8. 30 所 示 . 


例 8. 19 жна) 


x 


图 8.29 


二 、 参 数 方程 


如 果 把 空间 曲线 С 看 成 动 点 М 的 轨迹 , 则 C 上 点 的 坐标 都 随时 间 г 变化 而 
变化 , 设 变化 规律 为 =o) у= ф(0) ,= 一 w(D, 则 从 时 刻 =a ЗЈН] г = В, 50 
点 的 轨迹 , 即 曲线 С 的 方程 可 写成 : 


х=Ф(0), 
бо (<<), (8. 34) 
z=w(t) 

这 一 方程 称 为 空间 曲线 的 参数 方程 ,t 称 为 参数 . 注意 ,空间 曲线 的 参数 方程 中 
的 参数 不 一 定 是 时 间 , 随 与 动 点 坐标 变化 有 关 的 变量 的 不 同 , 它 可 以 有 不 同 的 物 
理 意义 或 几何 意义 . 

例 8.20 设 空间 一 动 点 M(z,y,z) 在 圆柱 面 zx? 十 y а 上 以 匀 角 速度 w 
Ж = 轴 转 动 ,同时 M 沿 z 轴 正 向 作 速度 为 v 的 匀速 直线 运动 . 这 时 М 的 轨迹 称 
为 螺旋 线 (圆柱 螺 线 ). 试 建立 螺旋 线 的 参数 方程 . 

解 ” 取 时 间 + 为 参数 , 且 设 :一 0 时 , 动 点 位 于 工 轴 上 点 A(a,0,0) 处 .经 时 间 
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t， 动 点 由 A 移 到 M(z,y,z) 处 ,这 时 转角 0 一 of, 上 升 高 度 为 vt, 所 以 动 点 的 坐标 
满足 
Xacos wt, 
| (0<:< +оо), 
== 107 


这 就 是 所 求 螺旋 线 的 参数 方程 ,如 图 8. 31. 


Ка zty H а, 
例 8.21 求 空间 曲线 | ,| _, >D 
的 参数 方程 
解 ”由 所 给 曲线 的 一 般 方程 不 难看 出 ,曲线 是 以 图 8.31 


原点 为 球 心 以 a 为 半径 的 球面 ,与 以 rOy 平面 上 的 圆 
Hy = 为 准 线 ,母线 平行 于 = 轴 的 圆柱 面 的 交 线 , 它 在 хОу 平面 的 两 侧 各 
有 一 部 分 ,都 是 圆心 位 于 = 轴 上 的 圆 . 
因为 十 = 本 ,所 以 不 妨 设 zx 一 bcos 0, y=bsin g, 这 时 由 r + y 2° =a? 
得 z= 士 Var 一 zr 一 六 二 土 Va 一 人 W, 所 以 所 求 曲 线 的 参数 方程 分 别 为 
ZX=bcos 0, 
| 0, (0<0<27), 
z= Va -0 
z=bcos 0, 
和 | 0, (0<0< 2л). 
== —уа Б 
工 一 acos ty 


例 8. 22 | ts (0 入 :一 2x) 的 一 般 方程 . 


z=tant 
解 {E r=acos t, y=asin t PHEW x+y =a ,把 两 式 相 除 得 :=2, 
即 > 一 zz. 所 以 所 求 一 般 方程 为 
人 


эу=тх. 
三 、 空 间 曲 线 在 坐标 面 上 的 投影 


从 空间 曲线 C 上 的 各 点 作 хОу 平面 的 垂 线 , 垂 足 的 集合 (一 般 来 说 是 一 条 曲 
线 ) 称 为 C 在 хОу 平面 上 的 正 投 影 ,简称 投影 . 所 作 垂 线形 成 柱 面 , 称 为 C 向 zOy 
平面 投影 时 的 投影 柱 面 . 类 似 地 可 定义 C 向 另外 两 个 坐标 面 上 的 投影 及 投影 柱 面 . 
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下 面 我 们 讨论 投影 曲线 和 投影 柱 面 的 方程 . 设 空间 曲线 C 的 方程 为 
eg 
GCz,yyz) 一 0， 


(8. 35) 


从 中 消去 = 得 
H(z,y)=0. (8. 36) 


因为 C 上 每 一 点 M 的 坐标 一 定 满足 (8.35), 所 以 M 的 前 两 个 坐标 一 定 满足 
(8. 36) ,可见 C EEH НС, у) =0 之 上 ,这 个 柱 面 就 是 投影 柱 面 . 投影 曲线 是 
投影 柱 面 和 zOy 平面 的 交 线 , 所 以 投影 曲线 方程 为 
Н(х,у) =0, 
2=0. 
应 当 指出 ,空间 曲线 C 在 хОу 平面 上 的 投影 曲线 可 能 是 (8. 37) 表 示 的 曲线 
的 全 部 ,也 可 能 仅 是 一 部 分 ,例如 一 条 线段 的 投影 仍 为 线段 ,但 用 上 述 方法 求 得 
的 投影 曲线 都 是 包含 这 投影 线段 的 直线 . 所 以 ,必要 时 应 对 (8. 37) 式 所 表示 的 投 
影 曲 线 中 的 变量 加 以 限制 ,使 得 确实 表示 空间 曲线 的 投影 . 
同 理 ,由 方程 (8. 35) 消 去 <, 得 


(8. 37) 


J(y,z)=0, 
与 yOz 平 面 的 方程 ==0 联 立 得 
J(y,z)=0, 
кашу; (8. 38) 
即 为 C 向 yOz 平面 的 投影 曲线 方程 . 
由 (8. 35) 消 去 ,得 
天 (zyz) 一 0， 
与 xOz 平面 的 方程 y==0 联 立 得 
K(z,z)=0, 
| Е (8. 39) 
у=0. 


即 为 C 向 «Ох 平面 的 投影 曲线 方程 . 当然 必要 时 应 对 (8. 38), (8. 39) 中 的 变量 
加 以 限制. 

Bi 8.23 ма дЕ «Оу 平面 和 vOe 平面 上 的 投影 曲线 

2=2—х 一 
方程 
解 所 给 曲线 是 以 = 轴 为 轴 的 回 锥 面 和 旋转 抛物 面 的 交 线 ,是 一 个 空间 加 . 
从 曲线 方程 消去 = 得 曲线 向 zOy 平面 投影 时 的 投影 柱 面 方程 十 六 一 1, 所 以 
曲线 在 Оу 平面 上 的 投影 曲线 方程 为 
好 十 六 一 1， 


2=0, 
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这 是 zOy 平 面 上 的 单位 图 . 
再 由 曲线 方程 消去 = 得 曲线 向 yOz 平面 投影 时 的 投影 柱 面 方程 = 一 1, 所 以 
曲线 在 yOz 平面 上 的 投影 昌 线 方程 为 
5 (—1<е<1). 
х=0 
这 是 yOz 平面 上 的 一 条 线段. 
r+ +=, 
таза 求 曲线 [了 在 zy 平面 上 的 投影 方程, 


х*#+(у—1)*#+(«—1)%=1 

解 ”所 给 曲线 是 两 个 球面 的 交 线 , 是 一 个 空间 圆 . 从 曲线 方程 消去 z( 从 第 
一 个 方程 减 去 第 二 个 方程 得 一 1 一 y, 代 入 第 一 个 方程 ) 得 投影 柱 面 方程 22 + 
2 六 一 2y 一 0, 所 以 所 求 投影 曲线 方程 为 


这 是 хОу 平面 上 的 一 个 椭圆 . 


工 一 Qcos t, 
例 8.25 | t, OKK? DE хОу 平面 和 yOz 平面 上 的 投 


z=bt 


影 方程 . 
解 ”在 所 给 曲线 的 参数 方程 中 ,把 第 三 个 方程 改 为 z=0 得 
х=асоѕ і, тя jag 
h- asin t, wk ч ; 
2=0, 


这 就 是 螺旋 线 在 хОу 平面 上 的 投影 , 它 是 zxOy 平面 上 以 原点 为 圆心 ,a 为 半径 
的 圆 . 同 理 把 第 一 个 方程 改 为 zx 一 0 得 


х=0, МИ 
| t i b’ (0<z<2bn). 
z=bt, 2=0 
这 就 是 螺旋 线 在 yOz 平面 上 的 投影 , 它 是 >Oz 平面 
上 的 一 段 正弦 曲线 . 

018.26 求 由 旋转 抛物 面 с=т + у ,z 一 2 一 了 一 
所 围 立体 在 хОу 平面 上 的 投影 区 域 . 

解 ”如 图 8.32 可 见 , 所 求 投影 区 域 是 由 两 个 旋转 
抛物 面 的 交 线 在 хОу 平面 上 的 投影 曲线 围 成 的 . 由 曲 
线 方程 消去 = 得 字 十 交 一 1, 则 所 求 投影 区 域 可 表示 为 


第 七 节 平面 及 其 方程 159 


人 
z=0. 


Вр хОу 平面 上 的 单位 圆 及 其 内 部 . 


第 七 节 平面 及 其 方程 


一 、 平 面 的 点 法 式 方程 
我 们 把 与 平面 x 垂直 的 非 零 向 量 n 称 为 平面 x 的 法 向 量 ,显然 4 与 r+ 上 任 
意向 量 都 垂直 (如 图 8. 33). 因为 过 空间 一 点 有 惟一 平 А 


面 与 已 知 直 线 垂直 ,所 以 如 果 给 定 平 面 上 一 点 及 平面 的 
法 向 量 , 则 平面 位 置 就 被 确定 . 以 下 我 们 建立 过 定点 
Mo (zo syo 20), AEFKE na 一 (A,B,C) 为 法 向 量 的 平 йлн 


面 方程 . 


设 M(z,y,z) 为 平面 x 上 的 任意 一 点 , 则 向 量 允 应 кз 
=(z 一 ma,y 一 %,z 一 am) 与 二 垂直 . 由 向 量 垂直 的 充 要 条 件 有 
[n,M,M]=0, (8. 40) 
用 坐标 表示 为 
А(х—х„)+ВС(у— у)+С(«—)=0. (8. 41) 


ШЖ M 不 在 x 上 , 则 (8. 40), (8. 41) 均 不 成 立 , 所 以 (8.40),(8. 41) 就 是 平面 + 
的 方程 , 称 为 平面 的 点 法 式 方程 ,其 中 (8. 40) 是 点 法 式 方程 向 量 形式 ,(8. 41) 是 
坐标 形式 . 

018.27 求 过 点 Ma (1, 一 2,3), 且 以 mn 一 (2, 一 1,4) 为 法 向 量 的 平面 方程 . 

解 ”所 求 平面 的 点 法 式 方程 为 

2(z 一 1) 一 (> 十 2) 十 4(z 一 3) 一 0， 

即 2z 一 y 十 4z 一 16 一 0. 

018.28 求 以 两 点 Mı (zy szi), М, (za ,yyza) 为 端点 的 线段 的 垂直 平 
分 面 方程 . 

解 ”所 求 平面 与 线段 М.М, Ж ГМ М, = (л, — л,» за а) 


向 量 . 又 所 求 平面 过 MM 的 中 点 M ,而 М, 的 坐标 为 (去 (z Ha) E O +), 


Шу 


去 Ce +) ,所 以 所 求 季 直 平分 面 的 方程 可 写成 


Gamad (1-22) om) (3-22) сао (а) =0, 
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Вр бааа Ону eaa]. 


二 、 平面 的 一 般 方程 
由 平面 的 点 法 式 方程 (8. 41) 整 理 得 
Az 十 By 十 Cz 一 (Aro 十 By 十 Czo) 一 0， 
记 D= 一 (4Azo 十 By 十 Cz), 则 平面 方程 可 写成 
Ах+Ву+С:+р=0. (8. 42) 
可 见 平面 方程 可 化 为 三 元 一 次 方程 . 
反之 ,如 果 给 定 三 元 一 次 方程 hz 十 By 十 Czx 十 D=0(4,B,C 不 同时 为 0)， 
则 任 取 该 方程 一 组 解 zo ,yo хо, Azo + Ву, 十 Cz 十 万 =0, 两 者 相 减 得 
А(х—хь)+ВСу— у„)+С(«—)=0. 
可 见 三 元 一 次 方程 所 表示 的 图 形 是 过 点 (zo,yo,zo) 且 以 (A,B,C) 为 法 向 量 的 
平面 . 
总 之 ,三 元 一 次 方程 的 图 形 就 是 平面 .我们 称 Ax 十 By 十 Cz 十 D=0(A,B,C 
不 全 为 0) 为 平面 的 一 般 方 程 . 注意 一 般 方 程 中 т, у, = 的 系数 就 是 平面 法 向 量 的 
坐标 . 
在 一 般 方程 中 ,如 果 D==0, 则 平面 一 定 经 过 原点 . ШЖ 4 一 0, 即 By 十 Cz 十 
D=0, 则 法 向 量 m 一 (0,B,C) 显 然 与 这 (1,0,0) 垂 直 , 所 以 平面 平行 于 z 轴 即 垂 
直 于 >Oz 平面 . 同 理 如 果 B 二 0, 平 面 平 行 于 у 轴 即 垂直 于 «Ол 平面 ;C=0, 平 面 


平行 于 = 轴 即 垂直 于 20у 平面 ,如 果 4 一 B=0, 即 Се 00,2 — 2, дір 


Ж zOy 平 面 的 平行 平面 , 同 理 , 当 A 二 C=0 时 ,平面 与 «Ох 平面 平行 , 当 B= 
C=0 时 ,平面 与 yOz 平面 平行 . 特别 地 z= 二 0,y 二 0,z 二 0 分 别 为 yOz 平 面 ,zOx 
平面 ,zOy 平面 的 方程 . 

例 8.29 求 过 > 轴 和 点 (3, 一 4,2) 的 平面 方程 . 

解 ” 设 所 求 平面 方程 为 Az 十 By 十 Cz 十 D 一 0, 因 为 它 过 y 轴 ,所 以 B=D= 


0, 于 是 Az 十 Cz 二 0. 又 因为 它 过 点 (3, 一 4,2), 所 以 3A 十 2C=0, 即 A= -4c. 
这 样 所 求 平面 方程 变 为 一 也 Cz 十 Cz 二 0, 消 去 C 得 27 一 3z 一 0. 


三 、 平 面 的 三 点 式 方程 


不 在 一 条 直线 上 的 空间 三 点 Mi (zi sy sz), М, (хаз у; х2), М. CE3, уз sza) 
确定 一 个 平面 . 设 M(x,y,x) 为 这 个 平面 上 的 任意 一 点 , 则 向 量 M,M, M:M， 
MMAM. 由 三 个 向 量 共 面 的 充 要 条 件 有 其 混合 积 
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TI TIT Z3 一 工 


зн у 
(M:ıM,M:M,M:M) = |у ту уту уз—у|=0. 


217—2 22—52 Жз 


利用 行列 式 的 性 质 , 上 式 可 化 为 
I XI Хх XX 
У-У У-у St 


У 
Ж eE Жү ку 
1 


0 0 0 
进一步 写成 
-i 90 
э эж» У Уз =0, 
zZz gZ 12 23 
37; га R 01 
或 
х у = 1 
оер «8. 43) 
хо у z 1 
т, уз z 1 


‹8. 43) 式 称 为 平面 的 三 点 式 方程 . 
例 8.30 求 过 点 M, (1,0, 一 1),M:(2,1,1),M:(3,3, 一 2) 的 平面 方程 . 
解 一 设 M(z,y,z) 为 所 求 平面 上 的 任意 一 点 , 则 由 三 点 式 方程 有 


ҮА S 1 

1 0—1 11|. 
1 1117 
3 3 —2 1 


展开 得 所 求 平面 方程 7z 一 5y 一 z 一 8 一 0. 
MZ 设 所 求 平 面 方程 为 Az 十 By 十 Cz 十 D=0, 因 为 它 过 Mi ,M: ,M: 点 ， 
所 以 有 


2А +В +C+D=0, 


| А 一 C 十 D=0， 
3A+3B—2C+D=0, 


= 一 了 D,B=5D,C= 工 
ВН A=- D B= gD CID. 


于 是 所 求 平面 方程 为 一 百 Dz 十 襄 Dy 十 诗 Dz+D 一 0, 即 7+ 一 5y 一 z 一 8 二 0. 
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例 8.31 求 过 坐标 轴 上 的 三 点 A(a,0,0),B(0,5,0),C(0,0,c) 的 平面 方 
程 ,其 中 a,6b,c 均 不 为 0. 
й 由 三 点 式 方程 得 所 求 平面 方程 为 


тоу = 1 
0 
а оо, 
05 0 1 
0 ос 1 
展开 得 pcz 十 acy 十 abz 一 apc 一 0， 
工 十 字 十 三 一 
即 pr Ы (8. 44) 


(8. 44) 称 为 平面 的 截 距 式 方程 ,a,b,c 称 为 平面 在 x 轴 ,y 轴 ,z 轴 上 的 
RE. 


四 、 两 个 平面 的 夹 角 


规定 两 个 平面 的 夹 角 为 其 法 向 量 所 夹 的 锐角 , 设 平面 m ,zx 的 法 向 量 为 
m = (А,В,С) „п = СА, В,С), m ,x 的 夹 角 9 为 (mm pn) п (тп) P 
的 锐角 . 这 样 ,cos 0= |соѕ(п, ,ma ) | , 即 

1А, А; +BB: +C, C| 
VA FB tO VA tB +С} ` 
该 式 称 为 两 平面 夹 角 公 式 . 
018.32 RPH r—y+2z—6=0 与 2z 十 y 十 z 一 5 一 0 的 夹 角 0. 

__11x2+( 一 DX1+2xll _1 -z 

MO nO Da Prr AS 


当 o= 7-81, APEE. 由 (8. 45) 可 得 : 


两 个 平面 Aiz 十 By 十 Cly 十 D,=0(i 一 1,2) 垂 直 的 充分 必要 条 件 为 
A,A: +В, В, СС, =0. 
当 0=0 时 ,两 个 平面 平行 或 重合 ,这 时 它们 的 法 向 量 平行 ,所 以 有 
两 个 平面 Aiz 十 Biy 十 Ciy 十 D,=0(i=1,2) 平 行 的 充分 必要 条 件 为 
AB CD 


А, В, G’ Dr 
两 个 平面 重合 的 充分 必要 条 件 为 


соз 0 一 (8. 45) 


例 8.33 求 与 已 知 平面 r+2y—z+1=0 垂直 且 过 点 M (4,0,3),M:(—1, 
一 1,1) 的 平面 方程 . 
解 ” 设 所 求 平面 方程 为 Az 十 By 十 Cz 十 D==0, 它 与 已 知 平面 垂直 ,所 以 有 
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A 二 2B 一 C=0. 它 过 Mi „M: ,所 以 有 4А+3С+0=0, -А-В+С+р=0. 三 式 
联 立 组 成 关于 A,B,C,D 的 方程 组 关 解 得 A 一 子 D,B 一 一 D,C 一 一 卫 D, 因 此 所 


求 平面 方程 为 了 Dz 一 Dy 一 Dz 二 D0, 即 5z 一 7y 一 9z 十 7 一 0. 


五 、 两 个 平面 的 位 置 关 系 


两 个 平面 的 位 置 关系 有 相交 平行 和 重合 三 种 . 为 方便 起 见 , 设 平面 m ,x 
的 方程 为 a1z 十 by 十 cz 二 di ,aszx 十 bzy 十 cz 二 d. 两 个 平面 方程 联 立 的 非 齐 次 
线性 方程 组 为 


aizr+bhiyt+cz=di, 
| (8. 46) 
az 十 加 y 十 czz 一 必 ， 
жаят a= |“ b a p a bad 
Б ar ы а) 1а ьо а] 
щ R(A)=1,R(B) =2 时 ,方程 组 (8. 46) 无 解 . 这 说 明 两 个 平面 无 公共 点 ， 


即 两 个 平面 平行 . 

当 R(C4)=R(B) 一 1 时 ,方程 组 (8. 46) 有 无 穷 多 个 解 , 且 其 基础 解 系 含 有 两 
个 解 向 量 , 方 程 组 的 任 一 解 都 可 由 这 两 个 解 向 量 线性 表示 ,这 说 明 两 个 平面 的 交 
点 充满 整个 平面 , 即 两 个 平面 重合 . 

当 R(A)=R(B)=2 时 ,方程 组 (8. 46) 有 无 穷 多 个 解 ,但 基础 解 系 仅 含 一 个 
向 量 ,方程 组 的 任意 一 个 解 总 是 这 个 向 量 的 倍数 . 这 说 明 两 个 平面 相交 于 一 直 
线 . 总结 上 述 讨论 ,我 们 有 

定理 8.8 设 两 个 平面 的 一 般 方 程 组 成 非 齐 次 线性 方程 组 

az 十 by 十 cz 一 四 
az 十 by 十 czz 一 心 ， 

其 系数 矩阵 、 增 广 矩阵 分 别 记 为 4、B, 则 

两 个 平面 重合 的 充分 必要 条 件 为 RC4) 一 R(CB) 王 1, 平 行 的 充分 必要 条 件 为 
КОА) =1,К0В) 二 2; 相交 的 充分 必要 条 件 为 RC4) 一 R(B) 一 2. 

例 8.34 讨论 两 个 平面 Mz 十 hy 十 jz 十 wp 一 0(A 天 0),z 十 y 十 z 十 1 一 0 的 相 
关 位 置 . 

解 由 定理 8.8， 

111-1 1 1 1 =} 
в-{(, РЫ el 0 4-1) aaa 

如 果 AQ 一 1) 天 0, 即 1 天 1 RA) = КОВ) 二 2, 两 平面 相交 ;如 果 4(4 一 1) 二 0， 

Т7 д— 90, А1721 时 ,RC4) 一 1, 而 RCB) 一 2, 两 平面 平行 ;如 果 1Q 一 1D) 一 0， 
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4 一 py 二 0, 即 4 二 py 二 1 时 ,R(4) 一 R(B) 一 1, 两 平面 重合 . 
六 、 点 到 平面 的 距离 
Ж Mo (zo，,yo，,zo) 为 平面 x:Azr 二 By 十 Cz 二 +D 
=0 外 的 一 点 ,从 М, 作 HER, EEX М, W 
qd 一 | MoM| 称 为 点 M, 8] 的 距离 . 见 图 8. 34. 


Üt n т 的 法 向 量 , 则 MoM 二 Mn, 即 (zx 一 zo， 
2 一 yz 一 z) 一 M(A,B,C) ,于 是 


d =|MM| = V= хь) (уу) F (е—„)! 图 8. 34 
= ХОА ТАВ FAO = |АМА FBFC. 
在 平面 上 任 取 一 点 M Сл, syi szi), ММ, ,MM 的 夹 角 为 9, 则 


二 [М„М\,МЬМ] 
а =1ММ| =| |M.M,; | cos 0] M | 
бао) (ао) БО уо) (уь) (е — zo)(z—zo)| 
ТАМАТ ВЕСТ 
ААС 20) АВО — yo) HACC —zo) | 
ЈАМА ВС 
_ |Ах‹ Ву Са — (Аз + В» +Czo) | 
МА ЕВС” 
=1<2Р— (Аз +В» Сао) 1Азљ Въ +С +рІ (82215 
VAE FB +С МАТ+В FC 


(8. 47) 式 称 为 点 到 平面 的 距离 公式 . 
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一 、 直 线 的 一 般 方 程 


空间 直线 ! 可 以 看 成 两 个 平面 x ,x 的 交 线 . 设 л, 的 方程 为 Aiz 十 Biy 十 
Cz 十 局 =0(G 一 1,2), 则 2 上 任 一 点 的 坐标 一 定 满足 方程 组 
4iz 十 By 十 Ciz 十 Di 一 0， 
А,=+В,у+Сх=+0, =0. 
不 在 1 上 的 点 的 坐标 一 定 不 满足 这 个 方程 组 . 或 者 说 以 方程 组 的 任意 一 个 解 作 
为 坐标 的 点 一 定 在 ! 上 . 所 以 这 个 方程 组 (8. 48) 就 是 1 的 方程 , 称 为 直线 的 一 般 


(8. 48) 
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方程 . 因为 过 ! 的 平面 有 无 穷 多 个 ,从 中 任 选 两 个 ,把 它们 的 方程 联 立 都 是 ! 的 
一 般 方程 .所 以 直线 的 一 般 方程 不 是 惟一 的 . 


二 、 直线 的 对 称 式 方程 和 两 点 式 方程 


我 们 把 平行 于 直线 ! 的 非 零 向 量 + 称 为 / 的 方向 向 Т 
量 . 因为 过 一 定点 并 与 茶 非 零 向 量 平行 的 直线 仅 有 一 条 ， /7H 
所 以 直线 可 被 一 点 和 一 个 非 零 向 量 完全 确定 . 
设 直线 /的 方向 向 量 == m,n, p) n,n, p 不 同时 为 
0), М, 《zo syoszo) 为 1 上 一 个 定点 , 则 对 于 1 上 任意 一 点 
М(2.у,х), ЖММ СА 8. 35), 用 坐标 表示 为 ， 
Trh, (8. 49) 


Mo 
图 8.35 


WR M AREL EMM, M Xt, (8.49) 式 不 能 成 立 . 所 以 (8. 49) 就 是 /的 方程 ， 
我 们 称 之 为 直线 的 对 称 式 方程 或 点 向 式 方程 . 
必须 指出 ,对 称 式 方程 实际 上 包含 两 个 独立 的 方程 . 当 m,n,p 中 有 一 个 为 


0, 例 如 р=о 时 ,对 称 式 方程 二 一 一 应 理解 为 


T_To_ у=» 
m ES 


z—z=0. 


当 m,n,p PARDA 0, W m=n=0 时 ,对 称 式 方程 应 理解 为 


设 关 0, 则 方程 


与 (8. 49) 等 价 ,所 以 (km, kn,kp) 也 是 直线 的 方向 向 量 . 我 们 称 数组 km, kn, kp 
为 直线 的 方向 数 ,同一 条 直线 有 无 穷 多 组 方向 数 ,它们 之 间 成 比例 ,确定 了 直线 
的 方位 . 另外 ,直线 方向 向 量 + 的 方向 余弦 也 称 为 直线 的 方向 余弦 . 
空间 任意 两 点 М, (zi ,yi ,zi ) М. Caz ,yzz) 确 定 一 条 直线 , 它 的 方向 向 量 
MRAM, M, 一 (zs 一 zi y yoa) ,所 以 直线 方程 可 写成 
хт у 5% (8. 50) 


2—2 угуу 22—21 


А 2—22 „уу жа, (8. 51) 


称 为 直线 的 两 点 式 方程 . 
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三 、 直 线 的 参数 方程 
设 直线 ! 的 对 称 式 方程 (8. 49) 中 的 比值 为 *, 则 
I=ZotmA, 
резе (—оо<А< +оо), (8. 52) 
z=z + pà 


这 是 直线 的 参数 方程 ,4 为 参数 . 当 上 为 单位 向 量 时 ,参数 4 的 几何 意义 是 直线 上 
一 点 MGCz,y,z) 到 定点 M Cto ,yo ,zo) 的 有 向 距离 . 


四 、 直 线 各 种 方程 的 互 化 


为 研究 问题 方便 ,经 常 需要 把 直线 方程 的 某 种 形式 化 成 男 一 种 形式 . 从 以 上 各 
种 直线 方程 的 建立 过 程 的 讨论 可 以 看 出 ,对 称 式 方程 与 参数 方程 的 互 化 十 分 简单 ， 
对 称 式 方程 也 很 容易 化 成 一 般 方程 . 以 下 我 们 着 重 讨论 一 般 方 程 化 为 对 称 式 方程 
的 问题 . 建立 对 称 式 方程 需要 知道 直线 上 一 个 点 的 坐标 ,只 要 求 出 一 般 方程 这 个 三 
元 线性 非 齐 次 方程 组 的 一 个 解 即 可 得 到 . 还 需要 知道 直线 方向 向 量 :的 坐标 ,因为 
t 与 一 般 方 程 中 的 两 个 平面 的 法 向 量 m ‚л, 都 垂直 ,所 以 可 取 г= т Xm D) 


ч A G| [А B 
A С,|'|А, B|) 


А в с.|= | © 
“的 对 称 式 方程 可 写成 


B С 


t= 


k 

А, B С, | 

Aiz+By+Ciz+D,=0 

4:z 十 B:y 十 Czz 十 D:=0 
工 一 Zo 一 加 __—% 

A G A B 

А, el A: В; 


于 是 直线 | 


B: С 
例 8.35 把 直线 /的 一 般 方程 
Xx 十 y 十 z 一 1=0， 
(0 
化 为 对 称 式 方程 和 参数 方程 . 
解 ”在 一 般 方程 中 令 = 一 0, 则 
х+у—1=0, 
усул, 
由 此 解 出 z=1,y=0. 于 是 (1,0,0) 是 直线 ! 上 一 个 已 知 点 . 
і ј к 
и SS i 
2 一 1 -1 
为 方向 向 量 , 则 ! 的 对 称 式 方程 为 


又 取 一 (0,3, 一 3) 
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z=1, 
令 比值 为 4, 则 有 参数 方程 у=ЗА, (~<A<+o0). 
а= — 3А 


五 、 两 条 直线 的 夹 角 


我 们 规定 两 条 直线 的 方向 向 量 夹 角 (4 ,ts) 和 一 n 
Ct t) PRA ARERR fA. (图 8. 36) 

HER л. 的 方向 向 量 分 别 为 4 二 (m,n ,pi)， 
1. = (т; ya ,ps), 则 夹 角 9 应 满足 


| 

| Lhi st: 

cos g= eostn >I = | ДЈ 
1 | ltz 


用 坐标 表示 为 


» 


|тт+тъ®ъ+р | (853) 
Ут F Fpi Vm Fn Fp: 
这 就 是 两 条 直线 的 夹 角 计算 公式 . 

特别 地 ,两 条 直线 平行 的 充分 必要 条 件 为 4//t, 即 


cos 0 一 


mo т p: 
两 条 直线 垂直 的 充分 必要 条 件 为 [6 t:]=0,8 
түт; Етп, + pı p: 一 0. 


z _У—1_+2 х-1_У+2_2—1 
918.36 求 直线 4 :二 4 一 = 一 [与 4: 一 7 2 mI 的 夹 角 . 


解 ” 两 直线 的 方向 向 量 分 别 为 4 二 (一 4,1, 一 1),t, 二 (一 2,2,1), 则 夹 角 09 
的 余弦 


cosb 二 | 一 4 义 (一 2 十 1X2 十 (一 1D)X11 —У2 
CFAO VOFF 2' 


义 bg 一 开 
所 以 0 一 二 


六 、 两 条 直线 的 位 置 关系 


两 条 直线 的 位 置 关系 有 相交 、 重 合 、 平 行 和 异 面 四 种 . 这 可 以 从 两 条 直线 公 
共 点 的 个 数 , 即 两 条 直线 方程 联 立 所 得 线性 方程 组 的 解 的 讨论 加 以 区 分 . 
> TAIN 
HERL: m mA > А 
2-2: __у—у zz 


тонет оё М 
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1, 的 公共 点 个 数 即 方程 组 


| 
| 


х=ху+т\д\› 
, озна 
zx 一 2 十 加 hl， 
х=х;-+ тз, 
орен 
z=z + р,Аз. 


xı Hm dı =x: mAs, 
у +màı = уз лд, 
zı + pidi =z: + pzàz» 
тА тА 一 并 一 Ziy 
тА тА =y: у» 
РА 一 加 1z 一 2 一 zy 


中 ài ,Xz 的 个 数 . 
mM — т: 
记 和 矩阵 4= |mm т |, 
bi 一 加 
m =m 22—21 
Ж В= т 一 mm у> |. 
А “Рр: zoz 


(8. 54) 


Ч КСА) = КВ) =2 时 ,方程 组 (8. 54) 有 惟一 解 ,直线 hsh 有 惟一 交点 , 即 


hsl: 相交 . 


Щщ КСА) =К(В) =1 时 ,方程 组 (8. 54) 有 无 穷 多 解 ,直线 hs 交点 多 于 一 


个 , 即 4 ,ls 重合 . 


当 КСА) =2,К(В) =3 时 ,方程 组 (8. 54) 无 解 ,这 时 A 中 三 个 二 阶 子 式 至 少 


有 一 个 不 为 0,m от, р 与 ma ,na ‚р 不 成 比例 , 即 ,1 异 面 . 


当 R(B) 一 2,R(4) 一 1 时 ,方程 组 (8. 54) 无 解 ,这 时 A 中 所 有 二 阶 子 式 均 为 
О,т smpi 与 m sm, p: 成 比例 , 即 Lh sle 平行 . 
以 上 讨论 反 过 来 也 成 立 , 所 以 我 们 有 

定理 8.9 ИНЕГ 的 方程 为 


YN ( 
т; п; Р: 
m =т; тү 一 ma 22—21 
ж  А=|п т®\|,В=|т >m уу 
№ 一 加 P 一 加 2—21 
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Ж ,ls 平行 的 充分 必要 条 件 为 RCB) 一 2,RC4) 一 1; 
1,1. 相交 的 充分 必要 条 件 为 尽 (BB) 一 R(4) 一 2; 
Ls 重合 的 充分 必要 条 件 为 ЕЮ(В)=К(А)=1; 
hsh 异 面 的 充分 必要 条 件 为 RB) =3,К(А) = 2. 
例 8.37 判断 下 列 两 组 直线 的 相关 位 置 ,如 果 相 交 则 求 出 交点 坐标 . 


G) .®ї4—2—3—#—@ х+2_у+1_—8 
1: = = = ; 


Mh: 


1 —2 3 3 一 6 9 ' 
сю 4 和 -和 4 一半 
1 一 3 1 —3 2 
解 (i) 记 4=| 一 2 6 Е 6 “| 
з —9 з —9 6 
Д RCA) 二 RC(B)=1, 所 以 4, ,1 重合 . 
一 2 一 ! 一 2 —1 一 2 
Gi) 记 4=| 2 4|,B=|2 4 = 
=F жеў =. = 0 


Д RCA) =2,R(B)=2. И L sh 重合 . 
hsh 的 参数 方程 分 别 为 


х= 4 一 2 ， z= 2 十 hz， 
-te 和 上- 


z= 5 一 3 ， х= 5432. 
由 此 建立 方程 组 
4—2м= 2+ А, 24-4 = —2, 
| 即 1 ”2X1 十 442 二 一 4， 
5—341= 5 二 34:， t— 3А, — 34, =0. 


解 得 惟一 解 2,4 = — 2. 因此 所 求 交 点 坐标 为 (0,1, 一 1). 
七 、 直 线 与 平面 的 位 置 关 系 
直线 与 平面 的 位 置 关系 有 相交 、 平 行 和 直线 在 平面 上 三 种 . 
设 平面 + 的 方程 为 Ar 十 By 十 Cz 十 D=0, 直 线 1 HIRA =en 


n 


Л.к Н! 平行 相当 于 的 法 向 量 81 的 方向 向 量 ! 垂直 .1 在 r ERT n 


与 上 垂直 外 ,2 上 的 定点 (zo,yozo) 还 要 满足 л 的 方程 .x 与 ! 相交 相当 于 m 与 t 
不 垂直 ,总 之 有 
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定理 8.10 设 有 平面 x:4Az 十 By 十 Cz 十 D=0 与 直线 pE Sere 


=a y 
/与 平行 的 充分 必要 条 件 是 Am+Bn+Cp=0; 
1 在 x 上 的 充分 必要 条 件 是 Am 十 Bn 十 Cp 二 0,Azo 十 Byo 十 Czo 十 D=0; 
4 与 + 相交 的 充分 必要 条 件 是 Am 十 Bn 十 Cp 去 0; 
特别 地 ,1 与 垂直 的 充分 必要 条 件 是 全 一 是 一 . 
以 下 讨论 直线 /与 平面 x 夹 角 的 计算 . 我 们 把 ! 在 < 上 的 投影 直线 所 为 А 
则 :与 2 所 夹 的 锐角 称 为 ! 与 的 夹 角 ,如 图 8. 37. 如 
ЖЛЕ к 上 ,规定 夹 角 为 0,! 垂直 于 x, 规 定 夹 角 


当 ! 的 方向 向 量 上 与 的 法 向 量 n 的 夹 角 їл 
《bm 二 于 时 与 的 夹 角 =i (п), l> 图 8. 37 


时 ,0 一 (on 一 到, 无 论 哪 种 情况 都 有 


в= [Zam ， 
这 时 E EM Lt 
Ут Fn Fp VATTB TC 
这 就 是 直线 与 平面 夹 角 的 计算 公式 . 


例 8.38 求 过 点 (2, 一 2,0) 且 与 平面 xz 十 2y 一 z 十 3=0 垂直 的 直线 方程 . 
解 不 妨 取 平面 的 法 向 量 n 二 (1,2, 一 1) 为 直线 的 方向 向 量 , 则 所 求 直 线 方 
程 为 


1 а =] 
?十 3 _z 一 2 
018.39 求 平面 x:z 十 4y 一 z 十 2 二 OSER LIS y g DRM oM 
交点 坐标 . 
解 ” 因 为 x 的 法 向 量 n 二 (1,4, 一 1) ,i 的 方向 向 量 : 二 (1, 一 2,2), 则 
sing=— LX1+4X(—2)+(— х2] 9 __/2 


тра С ИЕС) 3 VE 2’ 
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又 直线 ! 的 参数 方程 为 


ж=А, 
fs, 
2=2+24, 
把 它 代 人 平面 x 的 方程 
2 十 4( 一 3 一 24) 一 (2 十 24) 十 2 二 0, 即 一 94 一 12， 


解 得 4 一 一 等 ,这 就 是 1 与 x 的 交点 在 1 上 的 参数 值 ,由 此 得 交点 坐标 
4 1 -2) 


八 、 点 到 直线 的 距离 


BAM (zi ,yz ) HER 1.22800 Mo 

a 

з. 4 / 
2 с" М, 作 与 ! 相交 的 垂 线 , 垂 足 为 КА 


N, 则 а=1М, N|} М, 到 1 的 距离 . 

这 时 由 Mo Mi 与 1 的 方向 向 量 + 形成 的 平行 四 边 
形 的 面积 S 可 利用 外 积 长 的 几何 意义 和 底 乘 高 两 种 
方法 求 出 ,如 图 8. 38, 即 有 


=|M Mi Xt|=|t|d, 


вее 
\М„М, х1] 


[al , (8. 55) 


从 而 а= 
这 就 是 点 到 直线 的 距离 公式 . 


例 8.40 求 点 Mi(1,0,2) ,到 直线 „®1%=#-* 的 距离. 


解 ! 的 方向 向 量 ! 一 (2,1,1) ,MOMI 一 (1 一 1,0 一 0,2 一 1) 一 (0,0,1). 
ijk 
0o01 
211 


IMM; Xt| = (0+2 +0 = 5, || = V2 +1 +1 = V6. 


所 以 所 求 距离 d 一 == v0 


M.M, х= =(—1,2,0). 


九 、 平 面 束 
通过 已 知 直线 ! 的 平面 的 集合 称 为 以 1 为 轴 的 平面 束 . 
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设 ! 的 方程 为 
4iz 十 By 十 Ciz 十 Di 一 0， 
4:z 十 By 十 Cz 十 D:=0， 
其 中 A,B,C, 与 Az, Ba,C: 不 成 比例 , 则 以 1 为 轴 的 平面 束 可 由 方程 
АСА, +В, уса +) +аСА.х+В,у+С,2+0,)=0 (8.56) 

来 表示 ,其 中 4,y 是 不 同时 为 0 的 任意 实数 . 

原因 是 ,首先 它 是 三 元 一 次 方程 ,z,y,z 的 系数 4A1 十 pAs ‚АВ, +yB: ‚АС, + 
pC 不 全 为 0, 所 以 它 表 示 平 面 . 其 次 :上 任意 点 的 坐标 满足 该 方程 ,过 ! 的 任 一 
平面 方程 都 可 以 写成 这 种 形式 . 可 见 当 4,y 在 实数 范围 内 变化 时 (只 要 不 同时 为 
0),(8. 56) 式 表示 了 过 ! 的 所 有 平面 . 特别 地 , 当 ) 一 1,w=0 和 4 二 0,p 二 1 时， 
(8. 56) 所 表示 的 就 是 1 方程 中 的 两 个 平面 . 

对 于 求 经 过 一 条 已 知 直线 且 满 足 某 种 条 件 的 平面 方程 这 样 的 问题 ,应 用 平 
面 束 方程 求解 往往 较为 简便 . 

例 8.41 求 过 直线 1: | + ?< “20' 昌 与 直线 1: 二 1 一 2 二 1 之 和 

(zz 一 "十 z 十 6 一 0， ыза д 2 

кї Ж. 

解 ” 设 所 求 平面 方程 为 

MACz 十 ?十 z 一 2) 十 pw(2z 一 y 十 十 6) 一 0， 

即 CA 十 2p0)z 十 (4 一 py 十 (A 十 p)z 十 (一 2 十 6r) 一 0. 

它 与 垂直 , 则 有 


1 4 2 
由 此 解 得 一 一 3w. 于 是 所 求 平面 方程 为 
一 3w(z 十 y 十 = 一 2) 十 pw(2z 一 y 十 z 十 6) 一 0， 


即 z+4y+2z—12=0. 
2z 一 ?十 = 一 1 一 0， 
тва RER L| у асо 在 平面 xz 十 y 二 3 一 6 一 0 上 的 投 
影 直 线 方程 . 


解 ” 由 定义 ,投影 直线 是 过 1 且 与 x 垂直 的 平面 xi 5 r 的 交 线 . ER m 的 
方程 ,为 此 , 设 zn 的 方程 为 
A(2z 一 ?十 z 一 1) 十 w(z 十 y 一 z 十 1) 一 0， 
即 《2 十 po)z 十 (一 人 十 po) 3? 十 (一 AD)z 一 人 十 pz 一 0. 
它 与 + 垂直 , 则 有 
Qato 1+ Atp) 1+0) + 3=0, 
即 =jp. 
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所 以 mm 的 方程 为 
Ах ућа 1) +4406 +у-++1)=0, 
Bp 2r+y—z+1=0. 
Z 十 y 十 3z 一 6 一 0， 


把 xm 的 方程 与 x 的 方程 联 立 即 为 所 求 投影 直线 的 一 般 方程 ; | үе ИЗДЕЙ, 


第 九 节 二 次 曲面 


在 空间 直角 坐标 系 中 ,由 三 元 二 次 方程 
ang? Нагу? tanz’ +2arzyt2ansz+2anyz+2air+2a:y+2asz +a =0 

(8.57) 

表示 的 曲面 称 为 二 次 曲面 . (8. 57) 称 为 二 次 曲面 的 一 般 方程 , 它 可 以 经 过 坐标 轴 

的 旋转 和 平移 化 为 最 简单 的 形式 , 即 二 次 曲面 的 标准 方程 . 在 第 五 节 我 们 曾经 介 

绍 过 二 次 锥 面 (圆锥 面 ) 、 二 次 柱 面 (椭圆 柱 面 、 抛 物 柱 面 、 双 曲 柱 面 ) 等 二 次 曲面 . 

这 一 节 , 我 们 再 介绍 五 种 由 标准 方程 给 出 的 二 次 曲面 . 为 了 更 好 地 了 解 这 些 二 次 

曲面 的 形状 ,采用 了 所 谓 截 痕 法 , 即 用 坐标 面 以 及 与 坐标 面 平 行 的 平面 与 二 次 曲 

面相 截 , 根 据 交 线 ( 截 痕 ) 的 形状 来 推断 曲面 的 形状 的 方法 . 


一 、 椭 球面 
1. 标准 方程 
а? a 2 
“Тыт! (a,b,c>0). (8. 58) 
2. 由 方程 可 知 
ст, с1,й<ї, 
а b c 
Bp 121<а,1у1<6,121<с. 
这 表明 椭 球 面 位 于 平面 z= 土 a,y== 土 6,z 二 土 c 所 围 成 的 长 方 体 内 ,是 一 个 有 限 


的 曲面 . 

3. 在 (8.58) 中 ,把 工 换 成 一 x, 方程 不 变 . 说 明 如 果 点 (zx,y,z) 在 椭 球 面 上 ， 
则 点 (一 z,y,z) 也 在 椭 球 面 上 . 可 见 李 球 面 关于 yOz 平面 是 对 称 的 . 同 理 可 知 椭 
球面 关于 хОу З, Ох 平面 也 对 称 . 

在 (8. 58) 中 把 х,у 同时 换 成 一 x, 一 y, 方 程 不 变 , 这 说 明 椭 球 面 关于 x 轴 是 
对 称 的 . 同 理 可 知 它 关于 х 轴 和 y 轴 也 是 对 称 的 . 

在 (8. 58) 中 把 z,y,z 同时 换 成 一 x, 一 y, 一 z, 方 程 不 变 , 这 说 明 椭 球 面 关 于 
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坐标 原点 也 是 对 称 的 . 
总 之 ,由 (8. 58) 式 表示 的 椭 球 面 关 于 三 个 坐标 面 、 三 条 坐标 轴 及 坐标 原点 都 


对 称 . 

4. 用 zxOy 平 面 去 截 椭 球 面 得 交 线 
ж Е AN 
[т 


2=0, 


C 
i {кт 


2=0. 


这 是 хОу 平面 上 的 椭圆. 同 理 , 用 另外 两 个 坐标 平面 也 截 得 椭圆 . 


2 „2 2 р 
КАЛЕ: уя 
f 2=1, {кте 


у=0. 
再 用 хОу ЗРО ЗР «=, (|z KORI 


它 是 :=m 平面 上 的 椭圆, 其 中 心 在 = 轴 上 ,两 个 半 轴 和 И, Р = 


随 |z | 的 增 大 而 减 小 , 当 z = Ee 时 收缩 为 一 点 . 用 另外 两 个 坐标 面 的 平行 平面 
z 一 zz 和 ay 一 ,| 六 去 截 也 得 到 类 似 的 结果 . 

5. 通过 以 上 讨论 可 知 椭 球 面 (8. 58) 的 形状 如 图 
8. 39 所 示 . 

6. 我 们 把 a,b,c 称 为 椭 球 面 的 三 个 半 轴 . 当 其 中 _ 
有 两 个 相等 ,例如 a=b 时 , 椭 球 面 的 方程 变 为 

2 
+ 


图 8.39 


它 可 看 成 :0z ЖЫШ ЕШШ; +5; =1 绕 < 轴 旋 转 


一 周 所 得 到 的 曲面 ,所 以 称 为 旋转 椭 球 面 . 当 一 5 一 < 时 , 椭 球 面 方 程 变 为 之 十 
六 十 光 二 ,这 是 以 原点 为 球 心 ,a 为 半径 的 球面 . 总 之 ,旋转 椭 球 面 和 球面 是 一 
般 椭 球 面 的 特例 . 


二 、 单 叶 双 曲面 
1. 标准 方程 
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所 十 光一 气 =1 (a,6,c>0). (8. 59) 


A 
БУ 
е 


2. 由 方程 可 知 


‚у 
TRAMETRE +5; —1 之 外 . 
З, 与 椭 球 面 的 对 称 性 讨论 一 样 , 单 叶 双 曲面 (8. 59) 关 于 三 个 坐标 面 、 三 条 


轴 和 坐标 原点 都 是 对 称 的 . 
4. 用 хОу 平面 去 截 单 叶 双 曲面 ,所 得 交 线 为 
КШ 
=, 
z=0, 
这 是 хОу 平面 上 的 椭圆 . 
用 yOz PHRI 
EE 2_ 
2-5-1, 
х=0, 


这 是 уО< 平面 上 的 双 曲 线 , 其 实 轴 在 у 轴 上 . 
同 理 , 用 «Ох 平面 也 截 得 双 曲 线 


ЖЭНЕ сан Е. 
用 хОу ЖРТ ЗР: «= 截 得 
P 2 
zo ty a 
(са) 260+) 
== 21, 
这 是 =z 平面 上 的 椭圆 ,其 中 心 在 = 轴 上 ,两 半 轴 随 |z, | 的 增 大 而 增 大 . 
用 yOz 平 面 的 平行 平面 z= 二 xz 截 得 
> 2? 
万 一 一 


2————=1, 
2—2) Gla —22) 

x а? — 21 

FAG 1) ке 1 


X lz | =a 时 ,为 两 条 相交 直线 ; 当 |zi >a 时 为 实 轴 与 = 轴 平行 的 双 曲 线 ; 当 
Га |<а 时 为 实 轴 与 y 轴 平 行 的 双 曲 线 . 


176 第 八 章 空间 解析 几何 


用 «Ох 平面 的 平行 平面 > 一 y, 去 截 , 也 有 类 似 的 结果 . 
5. 通过 上 述 讨论 可 知 , 单 叶 双 曲面 (8. 59) 的 形状 如 к, 
图 8.40 所 示 . 


6. 4 a=b 时 ,(8. 59) 变 为 一 一 一 
它 可 以 看 成 xDOz жшкнийа. 


2 


2 

х z 
全 于 
у=0, 


5% х 轴 旋 转 一 周 所 得 的 曲面 ,所 以 它 是 旋转 单 叶 双 曲面 . 图 8. 40 
另外 ,从 图 形 不 难看 出 ,椭圆 


жун 2 
2-551, 


EE DA ЖОШ TE Ak“ Н” AG АЫ 2, — А E A Ж-А Н ШЇ Е Е А ESR ПЕ 1А. 
三 、 双 叶 双 曲面 


1. 标准 方程 
2 
Ж —27-—®с=1 (a,b,c>0). (8. 60) 
с 


2， 由 方程 可 知 


= 1+2 А =, 
а? 


所 以 || 之 a. ИАА Е z= а,х=—а 之 间 . 
3. 这 一 曲面 关于 三 个 坐标 面 ,三 条 轴 和 坐标 原点 都 对 称 . 
4. 以 хОу 平面 去 截 这 一 曲面 , 截 痕 为 


ALS 
{е 
z=0, 


这 是 хОу 平面 上 的 双 曲 线 , 其 中 心 在 原点 , 实 轴 在 x 轴 上 . 
以 zOz 平 面 去 截 也 有 类 似 的 结果 . 
以 yOz 平 面 的 平行 平面 z==zx1(|zi | 之 a) 去 截 ,得 
ne a ЕЕЕ 
2 2 i 
Bata) Gafat) 
ж=х\, 


H |z | =a 时 ,是 一 个 点 (a,0,0) 或 (一 a,0,0). |а. >a 时 ,是 平面 zx=z 上 


第 九 节 二 次 曲面 177 


的 椭圆 . 其 中 心 在 zx 轴 上 ,两 个 半 轴 随 |z | 的 增 大 而 增 大 . 
5. 由 以 上 讨论 可 知 , 双 叶 双 曲 面 (8. 60) 的 形状 


如 图 8. 41 所 示 . 
6. %4 b=c 时 ,(8. 60) 变 为 
#_ fte 
1, 
它 可 以 看 成 是 由 z0r 平面 上 的 双 曲 线 
2a 图 8.41 
fe к. 
у=0, 
962 В e — JE АВ НО Е Не ИН Т1, , 称 为 旋转 双 叶 双 曲 面 . 
四 、 椭 圆 抛 物 面 
1. 标准 方程 
АЕН (p,q 同 号 ). (8. 61) 
2. 由 方程 可 知 , 当 р,д:>0 ВЇ, 2220; р,9<0 时 xz<0. 所 以 这 一 曲面 总 在 
хОу 平面 的 一 侧 . 


3. 曲面 (8. 61) 关 于 yOz 平面 和 «Ох 平面 对 称 , 关 于 z 轴 也 对 称 , 但 关于 
хОу ЗК e Н, у 轴 和 原点 不 对 称 . 
4. 用 хОу 平面 截 得 一 点 , 即 原点 .用 хОу 平面 的 平行 平面 z=z,( 当 p,q>> 
ОВ, z>0; p,q <0 时 ,zi 一 0) 截 得 椭圆 . 
ГО IE 
ia Ea 


imiy 


其 中 心 在 = 轴 上 ,两 个 半 轴 VZpz › vV2qz: ВЕ 12, | 的 增 大 而 增 大 . 
用 yOz 平面 截 得 


这 是 >Oz 平面 上 的 抛物 线 , 其 顶点 在 原点 ,以 = 轴 为 对 称 轴 . 
用 «Ох 平面 也 截 得 类 似 结果 . 
以 yOz 平面 的 平行 平面 + 二 zi 截 得 抛物 线 


其 顶点 为 ( 0, 到 1), 对 称 轴 平 行 于 = Mi. 
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5. 由 上 述 讨论 可 知 , 椭 圆 抛 物 面 (8. 61) 当 p q>0 时 的 形状 如 图 8. 42 所 示 . 
6. ?Ң p=q 时,(8. 61) 变 为 
х*+у*=2рє. 
它 可 看 成 由 zOz 平面 上 的 抛物 线 
I’=2pz, 
y=0, 
ЭЕ z 轴 旋 转 一 周 而 得 的 旋转 曲面 , 称 为 旋转 抛物 面 . 当 
220 时 , 它 被 xDy 平 面 的 平行 平面 > 一 ”= ,2 之 0 截 得 贺 
心 在 = 轴 上 的 圆 . 


五 、 双 曲 抛物 面 
1， 标 准 方程 
2? у? 
2р 20° (р,9 同 号 ). (8. 62) 
2. 以 下 就 p,q>0 的 情况 加 以 讨论 . 这 一 曲面 关于 yOz 平面 ,zOz 平面 以 及 
z 轴 对 称 . 


3. 用 хОу 平面 去 截 , 所 得 交 线 为 


2 2 


У 0 2-7-0, 一 一 -= 
2p 2р" Щур уд 和 4V2p уд 


R 


0, 


2=0, 2=0. 
这 是 хОу 平面 上 交点 为 原点 的 两 条 相交 直线 . 
用 хОу 平面 的 平行 平面 =z 截 得 
E E 
2рг\ 242; ' 


2= 21, 


z=0, 


这 是 一 平面 上 的 双 曲 线 . 当 2,220 时 , 实 轴 和 т 轴 平 行 ,z О 时 , 实 轴 和 у 
轴 平 行 . 
用 >Oz 平面 去 截 , 所 得 交 线 为 
ны 
х=0, 
这 是 yOz 平面 上 以 = 轴 为 对 称 轴 , 开 口 向 下 的 抛物 线 . 
用 yOz 平 面 的 平行 平面 z 二 zx 截 得 


үче 


х=21, 


这 是 x 二 zz! 平面 上 对 称 轴 平 行 于 < 轴 , 开 口 向 下 的 抛物 线 . 
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用 «Ох 平面 去 截 , 交 线 为 
инш 
y=0, 
这 是 «Ох 平面 上 以 = 轴 为 对 称 轴 , 开 口 向 上 的 抛 
物 线 . 
用 «Ох 平面 的 平行 平面 > 一 % 截 得 


үөс). 
у= у, 
这 是 у= у 平面 上 对 称 轴 平 行 于 = 轴 , 开 口 向 上 的 
抛物 线 . 

4. 通过 上 述 讨论 可 知 , 当 p,q>>0 时 , 双 曲 抛物 ыл 
面 (8. 62) 的 形状 如 图 8. 43 所 示 . 

5. 因为 这 一 曲面 形状 类 似 马鞍 ,所 以 也 称 为 马 蒜 面 ,点 О 称 为 鞍点 . 另外 由 
方程 «=ху 给 出 的 曲面 也 是 马鞍 面 , 见 下 一 节 例 8. 40. 
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当 给 出 的 二 次 曲面 方程 为 一 般 方程 (8. 57) 时 ,很 难 用 截 痕 法 判断 曲面 形状 
和 类 型 , 这 时 ,我 们 可 以 利用 线性 变换 化 曲面 方程 为 标准 方程 ,再 根据 前 面 几 节 
中 的 结论 加 以 判断 . 这 里 介绍 化 简 二 次 曲面 方程 的 基本 方法 . 

二 次 曲面 的 一 般 方 程 (8. 57) 式 的 左边 可 分 为 三 个 部 分 , 即 二 次 项 部 分 (六 
项 ) ,一 次 项 部 分 (三 项 ) 和 常数 项 部 分 (一 项 ). 为 了 化 简 这 一 方程 ,需要 寻找 一 个 
正 交 变换 


г 


=р|у (8. 63) 
六 


> 
z 


把 二 次 项 部 分 ( 即 三 元 二 次 型 ) 中 的 交叉 乘积 项 消去 ,这 一 过 程 就 是 第 七 章 所 讲 
的 用 正 交 变 换 化 二 次 型 为 标准 形 . 这 样 做 基于 如 下 两 个 理由 ,其 一 ,通过 变换 
‹8. 63) 所 得 新 方程 的 二 次 项 系数 仅 与 原 方程 的 二 次 项 系数 有 关 , 而 与 一 次 项 系 
数 无 关 ;其 二 , 正 交 变换 相当 于 坐标 轴 的 旋转 , 它 不 会 改变 曲面 的 类 型 和 形状 . 
经 正 交 变换 (8. 63) ,二 次 曲面 方程 变 为 
апх'*+аву*+аз&'*-Е2а\х' +2a,y' 十 2a4z 十 ao 一 0. 
在 此 基础 上 ,对 方程 左边 配方 ,再 作 一 相应 的 线性 变换 
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X=x' +b, 
Pre , ‹8. 64) 
2== +6, 

则 可 得 到 二 次 曲面 方程 的 最 简 形式 . 注意 (8. 64) 相 当 于 坐标 轴 的 平移 , 它 也 不 改 

变 曲面 的 类 型 和 形状 . 下 面 举例 详细 说 明 这 一 方法 . 
例 8.43 化 二 次 曲面 方程 
7 了 一 8 光一 8z2 十 8zy 一 8zz 一 2yz 一 16z 十 14y 一 14z 一 5 一 0 
为 标准 方程 ,并 说 明 曲 面 类 型 . 
解 ”曲面 方程 的 二 次 项 部 分 为 三 元 二 次 型 
ф= 71° — 8y —8z +8ry—8rz—2yz, 


9 的 矩阵 
7 4 一 4 
A=| 4 一 8 中 
一 4 一 1 一 8 
特征 多 项 式 为 
т-А 4 一 4 
det(A—1E)=| 4 一 人 一 1 |= 一 (一 9)(9 十 X)2， 
—4 一 1 一 8 一 
A 的 特征 值 
А =4=—9,4 = 
对 于 4= 一 9， 
16 4 -4) [4 1 —1 
A+9E=|4 1 =l 0 | 
=4 = 1 оо о 
0 1 
oa 5р. = Ki 
1 0 
0 1 0 1 
ce 
1 0 1 2 


0 
1 
单位 化 得 а= |2,2. 
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对 于 4=9， 


mansana- ,单位 化 得 e= -El 


于 是 在 正 交 变换 


下 ,9 一 一 9z2 一 9 十 9z 
这 时 一 次 项 部 分 变 为 


(8. 65) 


4 La aaoi 
16z+14y—14z =—16( 79 тв) tu iy 


一 一 24y +6 /22'. 
所 以 ,经 正 交 变 换 (8. 65) 原 方程 化 简 为 
— 9x" —9y +92'2—24у' 十 6V2z' 一 5 一 0. 
配方 为 过 十 (y 十 村) (+) =. 
再 作 变 换 
Х=г', 


ка) 
Y=y +з, 


2-60, 
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z'=X, 
Euy, 
即 у =Y 3? 
ЖИЕ 
则 方程 成 为 最 简 形式 : 
XHY—Z=1. 
可 见 所 给 二 次 曲面 是 一 个 旋转 单 叶 双 曲 面 . 
所 用 的 变换 为 
ТЕ o 1 4 
3 malf X 3 Тл 
| IE 55 1 |ly-4| |1 _2 т А09 
у 3 л) Эт з лі 
= ја а а 2) | а а [2 ЫЧ 
2 3 „18 V2 3 18 


918.44 化 二 次 曲面 方程 > 一 zy 为 标准 方程 ,说 明 曲 面 类 型 并 给 出 所 用 
变换 . 
解 所 给 方程 为 zy 一 z 一 0, 二 次 项 部 分 pg 二 zy,9 的 矩阵 


o 10 
А= |1 К 
+оо 
о оо 
A 的 特征 多 项 式 
ЕЕЗ 
a 4 o 
рж эе. 
14—2ЕІ + =a o |li л) (+2) 
о о 一 
特征 值 
1 1 
м0 
Lia 
a Ag 
2 110 
让 全 二 18-11 1 
对 于 4 二 2 АУЕ z т 91-001, 
ооо 
1 
оо 4 
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ша! =f 
инимин »- |1 anene- 
Z 
0 0 
Т 
от о роо 
ХЇР А=0,4= |1 0 中 | 1 МА 
2 о о oj 
0 0 0 
0 
对 应 的 特征 向 量 p = Е 
1 
1 1 
-5 5 0 
1 1 й ү а 
Ф А=9,А-Е= | 去 ә 0 -l 0 | 
1 0 0 0 
0 0 -7 
1 (1 
пиене) валар 
所 以 经 正 交 变换 
[== 0 1 
工 V2 V2 z’) 
y =| 10 1 |f 
(0 1 о 
方程 化 为 фа "у=, 
28 ЗУ, 
d ZOT 


这 是 一 个 双 曲 抛物 面 . ТЕ ЖЕТ ТЕ ЖЕЛЕ ЙК Ж PA х н.у 轴 , 与 (8. 62) 不 同 . 
例 8.45 化 二 次 曲面 方程 
2y? —2ry+2rz—2yz+2r+y—3z—5=0 
为 标准 方程 并 说 明 曲 面 类 型 . 
解 方程 二 次 项 部 分 p=2y 一 2zy 十 2zz 一 2yzx 的 矩阵 
0 =i 1 
A= 加 2 | 


[1 = o 
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== 2 
A 的 特征 多 项 式 det(4 一 AE)=| 一 1 2—4 一 1!| = А-3) A+). 
1 -1 一 
特征 值 必 一 一 1 一 0 一 3. 
1—1 1] f! о 1 
对 于 = 一 1,4+E=|-1 3 —1|—(0 1 of, 
1 一 1 lo 0 
对 应 的 特征 向 量 
=1) 一 1 
"| o авизо) 0 | 
1 1 
0 -1 1 1 0 一 ! 
对 于 =0,4=|-1 2 —1|—|0 1 ч, 
1 —ı 0) (00 o 
对 应 的 特征 向 量 
1 1 
p:=|1 tn- 大 
1 1 
-3 —1 1 1 0 —1 
对 于 4=3,4 一 3E= | 一 1 一 1 abl 1:752 | 
下 
对 应 的 特征 向 量 
1 i 10] 
ps К ;单位 化 为 s-a а 
所 以 在 正 交 变 换 
ОТА, Yi 
ZB El, 
z) х 
=|о 121, 
{ v3 A||, 
ї 111 z) 
Vi B % 
下 ,方程 变 为 
—z*+3z*+2( ЖТР ТОУ 2) 
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即 z ы 
И ? 5 * ДЕК у» 
配方 (+в) (и) 一 一 
再 作 变 换 
а 8. /x 
[x+ TA E 
ү=у, ВН у =Ү, 
, , 1 


1 
一 一 +, 
267 о 
则 得 标准 方程 X32 = 2,0027 — 1.91, 这 是 一 个 双 曲 柱 面 . 


习 题 A 


1. 求 点 M(zo ,yo,zo) 关 于 (1) 各 坐标 轴 ;(2) 各 坐标 面 ;!(3) 坐 标 原点 的 对 称 点 的 坐标 . 

2. 求 点 M(xo ,yzo) 到 各 坐标 轴 的 距离 . 

3. 在 zxzOy 平 面 上 , 求 到 A(4, 一 1,1),B(1,2,1),C(3,1, 一 2) 距 离 相 等 的 点 的 坐标 . 

4. 设 向 量 u=2a— b+c, v=—3a+3b—4c. W a,b,c 表示 uw 十 2v 和 2u 一 v. 

5. 用 向 量 法 证 明 梯 形 中 位 线 平行 于 底 且 长 度 为 上 、 下 底 长 度 之 和 的 二 分 之 一 . 

6. 用 点 Di ,D; ,Di ,D, 把 线段 BC 五 等 分 ,依次 连接 BC 外 一 点 A 与 Di,D;,D,,D,. 设 
АВ-а,ВС=Ь, Ж a.b #7 É RAD, ,AD; AD; ‚AD, MAC. 

7. 设 向 最 A 训 一 (3, 一 7,6) ,终点 B 的 坐标 为 (1, 一 2,4) , 求 始点 A 的 坐标 . 

в. 已 知 两 点 A(3,0,1) ,BC4, 一 1, 一 1), 求 向 量 3 A 和 一 4 BA 的 坐标 . 

э. 已 知 两 点 MC1W2,4)，M; (2,0,3), 求 向 量 Mi 信 的 模 、 方 向 余弦 和 方向 角 . 

10. 设 向 量 a=i 十 j 十 k,b 二 2i 一 3j 十 5k,c 二 一 2i 一 j 十 2k, 求 a,b,c 的 模 ,上 且 用 qa, 如,e? R 
Ж a,b,c. 

11. 求 平行 于 向 量 a 二 (2, 一 4,1) 的 单位 向 量 . 

12. ЕЯ а= (1,2, —2) ,6= (3,1,4), 01) (а, Б) ахь; (2) —3а) ,20)91С— 3а) х 
2b;(3)cos(a,b). 

13. 设 a,b,e 均 为 单位 向 量 且 a 十 b+c 一 0, 求 [a,] 十 [b,c] 十 [Ce,aj 的 值 . 

14. 已 知 点 A(2, 一 1,3),B(0,3,5),C( 一 1, 一 1,4), 求 与 A 训 ,ACE 都 垂直 的 单位 向 量 . 

15. Ж а= (3,5, —2),6= (2,1,4), + 5 z MEHRA u 应 满足 的 关系 . 

16. 求 以 A(4,0, 一 1),B(1.1,1),C(2,3, 一 2) 为 顶点 的 三 角形 的 面积 . 

17. 证 明 : (a 一 b)X (а++Ь)=2Сах b) ,并 说 明 其 几何 意义 . 
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18. 证 明 :如 果 a 十 b 十 c 一 0, 则 aXb 二 bXc 一 ceXa. 说 明 其 几何 意义 . 
19. 求 与 两 定点 A(4,3, 一 1) ,B(2,2,0) 等 距离 的 点 的 轨迹 方程 . 

20. 求 以 点 M(3 ,一 1,4) 为 球 心 且 过 原点 的 球面 方程 . 

21. 已 知 球面 方程 十 十 z? 一 2z 十 6y 十 8z 一 23 二 0, 求 其 球 心 坐 标 和 半径 . 

22. 把 yOz 平 面 上 的 抛物 线 y’ =2= 绕 z 轴 旋 转 一 周 , 求 所 得 旋转 曲面 的 方程 . 

23. 把 хОу 平面 上 的 圆 zx 十 (> 一 1 一 16 绕 у 轴 旋 转 一 局 , 求 所 得 旋转 曲面 的 方程 . 


24. 把 >Oz 平 面 上 的 双 曲 线 交 — 5—1 分 别 绕 + М y 输 旋转 一 周 , 求 所 得 旋转 曲面 的 


方程 . 


的 柱 


25. 在 空间 直角 坐标 系 中 画 出 下 列 曲 面 的 图 形 : 
2 а 2 

D+ D (2) ку (6), 
(3) 21—20; w -Ža 
26. 指出 下 列 方程 在 平面 解析 几何 和 空间 解析 几何 中 分 别 表示 什么 图 形 : 
(CD т=з, (2) y 一 2z 一 1 
《3) HA COT 

z=1, ZAS ү, 
(5) 644 9 

A z=3. 


27. 求 母线 平行 于 工 轴 及 轴 且 过 曲线 
T 
а-у + =l 
面 方程 ,并 指出 是 何 种 柱 面 . 
28. 求 球 面 z +y 1216 与 平面 zx 十 y 一 1 的 交 线 在 yOz 平面 上 的 投影 方程 . 
29. 化 下 列 曲线 方程 为 参数 方程 : 
人 oy [E 
у=2: 2=0. 


30. 求 上 半球 面 :二 V2 一 到 一 多 与 旋转 抛物 面 = 274-57 所 围 的 立体 在 三 个 坐标 面 上 


的 投影 区 域 . 


31. 求 过 点 A(1,0, 一 3) 且 与 平面 xz 一 2y 十 z 一 6 二 0 平行 的 平面 方程 . 
32. 求 过 点 M (1,1, 一 1) ,M;(4,3,2) ,M;(1, 一 1,3) 的 平面 方程 . 
33. 一 平面 过 点 (1,0, 一 1) 且 平行 于 向 量 a 一 (2,1,1) 和 b==(1, 一 1,0), 求 此 平面 的 


方程 . 


34. 求 满足 下 列 条 件 的 平面 方程 : 

D 过 工 轴 和 点 (一 3,2,1); 

(2) 平行 于 zOz 平面 且 过 点 (5,4, 一 1); 

(3) 平行 于 y 轴 上 且 过 点 (4,1,0) 和 (2,3, 一 D). 

35. RA A(4,3, 一 1) 到 平面 2r 十 ?十 z 一 6 一 0 的 距离 . 
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36. 求 满足 下 列 条 件 的 直线 方程 : 


(69) 过 点 (3,2, 一 和) 且 与 直线 于 2 一 


3 平行 ; 


(2) 过 点 Mi (3,1, 一 2) ,Ms(1,1,5); 
z+y+ z—1=0, 
3z 十 y 一 2z timo AA: 


(4) 过 点 (0,2,4) 且 与 平面 r+2z=1 和 y—3z=2 平行 . 


(3) 过 点 (2,0, 一 D 且 与 直线 { 


一 ?十 = 一 1， 
TOT D 为 对 称 式 方程 和 参数 方程 


37 жала [жун 


38. 求 过 点 (3, —2,20 0821-7 — Ap. 


39. 求 点 (一 1,2,0) 在 平面 r+2y—z+1=0 上 的 投影 . 


2. 十 ?十 4 一 0， 
в. 求 点 MC4,1, 一 2) 到 直线 тона. 


2z—4y+z =0 
а. жив ШАШ с 4уа-з 上 的 投影 直线 方程 
z— y—z+9=0 


42， 画 出 下 列 各 曲面 所 围 立体 的 图 形 : 
D MHEN 2y 一 ,平面 = 一 0 А 1, 
(2) 抛物 柱 面 x? 二 1 一 z, 平 面 y=0,z=0 和 xz 十 y=1; 


(3) 圆锥 面 = VZ 二 天 和 旋转 抛物 面 2 二 2 一 zx? 一 y?; 
《4) 旋转 抛物 面 x 十 y= 二 z, 柱 面 六 二 zz, 平面 z=0 和 z=1. 


л ж Вв 


1. Ва] =4,161=2,1а—61=24/7,% а,Ь). 

2. 已 知 lel =2,101=,2,[а,0]=2,%1ахы. 

3. 已 知 [a,b,c]=2, 求 (a 十 b)X(b 十 ce) 与 (ec 十 qa) 的 内 积 . 

4. 已 知 向 量 a 二 2i 一 j 十 2k, 求 与 a 共 线 且 满 足 [a,x] 一 一 18 的 向 量 x. 
5. #|а+Ь|=|а—Ь|,а=(2,4,—1),Ь=(3,6,т),Ж т. 


6. BAla|=4, |b| =2, (a,b) = RA a+2b,a—3b 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 


7. а= (1,—1,4),6= (1,2,2), z 为 何 值 时 ,(a,b 最 小 , 求 出 此 最 小 值 . 


8. 指出 下 列 旋转 曲面 的 一 条 母线 及 旋转 轴 : 
Mestat D ++ =, 


аз) &—-у+®=1. 
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9 设 一 平面 季 直 于 z0y 平面 且 过 点 (1, 一 ,1 到 直线 |> "的 生 线 , 求 此 平面 
的 方程 

10. 求 过 点 (一 1,0,4) 且 与 平面 37 一 4y 十 一 10 一 0 PF SARTHE 
交 的 直线 方程. 


11. 化 简 下 列 二 次 曲面 方程 ,并 指出 是 何 种 曲面 . 
(1) r +3y +32 —2yz—2r—2y+6r+3=0; 
(2) 4у +422 H4yz—2zr—l4y—22z+33=0; 
(3) 23 —2yz+2zzr—2ry—z—2y+3z—2=0, 


习题 答案 与 提示 


第 一 章 
习题 A 
1. (1) 2,02) 0;(3) а +В +e Зас; (4) 6. 
2 а) 6,02) о(з› 0910,04) С, 


4. (1) i=7,j=3;(2) i= 


,j=9. 
5. (1) ацапазаа,—ацнапазааз 

(2) —апапазаа ,— anan anas ,— auan ayas. 
т. D (DP ana pa .sans 

《2)〈 一 Dinl. 


8. (1) 4abc;(2) 4abcdef3(3) (а—а,)(а—а)(а—а,),(4) [| а —a) Ја. 


1944 = 
10. За—5+2с+4. 
11. (1) (a° — 10а" 02) (ха) ка) ка.) 

03) 当 n=1 时 , 原 式 一 1, 当 一 2 81,20 7,4 п23 8}, 06 + (1—3) 1, 


(4) 


а bjr 
| 或 (ad 一 bc)". 
ed 


13. (1) 共有 n 一 1 个 解 :at saz 
(2) 共有 n 一 1 个 解 :0,1,2， 
A) 2,02) 2. 


tanii 


sn—2. 


14. 


z 


ФФ) _(4—а)(с—4) __ (d—a)(d—b) 
15. D) Ж: а) (са) "У Oaeb) 1* Cc 二 a)Ce=6)! 


(2) 有 惟一 解 :z 1,00 1,230,202. 
习题 B 


n(n 
L С: 或 一 2 一 
2. 0( 可 应 用 定理 1. 1 的 推论 3). 


4.D.= TIT ww -oD .可 考虑 如 下 n 十 1 阶 Vandermonde 行列 式 : 


54 
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习题 答案 与 提示 
1 $ 1 1 
а a а. 
а а аз) са” 


Е [г 
a? а? 2 
а аг! тё! 

а а а z: 


而 该 行列 式 按 最 后 一 列 展开 时 ,其 "一 1 次 项 系数 为 一 DD,. 
5.D(m) 一 (一 2)". 


6. 引入 一 个 Vandermonde 行列 式 


1 1 1 
ЕА тә РМ 
2 


考虑 DV. 
第 二 章 
习题 A 
-13 一 3 18 -5 -2 4 5 -1 
Ñ о ( J ас ( ).во- ( )， 
4 17 0 11 -3 -12 18 9 
4 0 -3 4 -2 6 
(з) ATB=|—7 —6 12 |,prDp=14,Dppr=|-2 1 -3 
4 -8 6 6 =3 9 
ab 
2 (2 ) ,as 为 任意 数 . 
0 a 
1 2n 
3. ( ). 
о 1 
4. 6 0 0 和 和 0 4 4 0 
a j|- =n 7 [ж] 2 -u 6 [аә |5 -3 -1l. 
-8 一 12 一 16 -u -ll 一 17 -3 1 -1 


6. 因 42? 一 一 44,  А*=—4°А=—1024А. 


et "0 
соза sina 
7. о ( Jo 0 1 —2|; 
соза 


—sina 
о 0 1 
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| 1 -1 
1 1 -1 -1 Е 
СЕУ Жн; SAO 
1 -1 —1 1 1 
=з о о 
в. (А+2Е)'04:—40)= | 1 -3 о |, 
1 1 -3 
-3 0 0 
atp asja —3 о |. 
0 4 =$ 
9 ев 1 出 
-5 1 
2 -1 0 
10. x=|1 з 一 4|. 
1 о -2 
o o 1 
п. в=|-1 0 з | 
3 2 —5 
1 0 0 
о oj. 


1 0 0 
12. 4 一 |2 0 0 [54° = |2 


7 
13. pr'ap=( 
0 -2 
т 0 
| )e==-4( 
0 (2> 9 
14. |А+В|=40. 
16. |A* |=a™! 
9 12 15 4 
20. AB= |19 26 33 7|. 
i E зб >й 
23 20 
10 9 
21. (1) AB= 
50 14 
32 9 
4 12 
一 20 一 4 
(3) 4B 一 B4 一 


6 


= 


К Jenar = (" 


0° 


= 


0 
ср), 


6。7" 十 3。( 一 2)” 
2。7" 一 2。( 一 2)” 


9。7" 一 9。 кака) 
3e T6. 0—2)" 
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习题 B 
2. в+=А—--и(А)Е 


3. 必要 性 显然 ;充分 性 :[A7 ,AF ， 
阵 , 则 АТЕ,А = АТ А,=>А,АТ 


АГ] :一 4 EKG DERA 1, 其 余 位 置 为 0 的 矩 
8. 


в 
5. (1) 可 对 分 块 阵 { Е ) 作 分 块 矩 阵 的 初等 变换 化 三 角形 考虑 . 


Е, 
А 


人 a 7 (Е+В(0—СА-'В)-'САТ') Беа 


ср 一 (D 一 CA 


习题 A 

1. (1,4,—25,7) 

2. а=(1,2,3,4) 

6. (1) 无 关 ;(2) 无 关 ;(3) 相关 ; 
12. (1) 相关 ,om за: : (2) Ж.а 


таву CA™ (0—СА-! B) ~ 


第 三 章 


(4) 无 关 . 


'а:›а›;(3) 相关 ,an ,os ,a 


1 0 0 1 2 3 4 О: 1, 52. 
15. (1) |0 1 0,3,2) |0 1 1 2,2,3) jo 0 1 3|,2. 
0 0 1 о о о о оо о 0 


17. 用 分 块 矩阵 的 初等 变换 方法 即 证 . 


习题 B 


4. 利用 КЦ." В.У Var у, KRIA pest BAHRIN Vrn) 


习题 A 
2 2 1 
1 0 一 2 

1. (1) ， 1(2) , 
0| |—5 1 
0 7 0 
2 1 =i 
1 3 

2. (1) +a 
0 1 
0 0 

一 8 
(2) 惟一 解 g 


第 四 章 


3) ;(4) 只 有 零 解 . 


PN = Ө 
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1 1 
一 7 1 
D | 1o +e В ,其 中 。 为 任意 常数 ; 
0 1 
(4) ER. 
а +a tas +a 1 
а +a, +a, 1 
3. a +a + аз =0 时 有 解 : asta 十 c|1| ,其 中 为 任意 常数 . 
в 1 
° 1 
4. (1) д91,—2,02) A=—21(3) A=1. 
2 
5. щл Н А52 时 ,有 惟一 解 ; 当 ) 一 1 时 ,无 解 ; 当 4 二 2 时 ,有 无 穷 多 解 ，|0 | 十 
0 
一 3 
<c| 一 1| ,其 中 为 任意 常数 . 
5 
一 1 
6. (1) 4 b=2,a#1 时 ,有 惟一 解 ,| 2 | 
0 
(2) 当 ьё2 时 ,方程 组 无 解 ; 
-1 -2 
(3) 3 b=2,a=1 时 ,方程 组 有 无 穷 多 个 解 ,| 2 | +c| 1 | ,其 中 为 任意 常数 ， 
0 1 
1 
э <| :| ,其 中 < 为 任意 常数 
1 
习题 B 
1. О) 491 Н 天 一 3 时 仅 有 零 解 ， 
= (-1ү ү-1 1 
(2) 4 二 1 时， | . Н , E 一 3 时 ,| 
0 1 0 1 
0 0 1 1 


2. 4 a#—10, H ae 天 0 时 ,方程 组 无 解 ; 
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当 a 一 一 10 时 ,方程 组 有 惟一 解 


ajo ое [ы 


当 a=0 时 ,方程 组 有 无 穷 多 解 , 通 解 为 
1 -1 -1 
0 1 
0 0 1 
3. 4 a=—1,b#0 时,R(4) 二 2, 而 R(B) 二 3, 向 量 Б Ж ЁЁ h i Ж#Н a ,as ,as ,a 线性 


+a 十 cz 50, 是 任意 常数 . 


当 a 天 一 1 时 ， 人 线性 表示 , 且 表 法 惟 


当 a= 一 1,b=0 РНЕ ИИА 能 由 向 量 组 a ,as ,as,a, 线性 表 
示 , 且 表 法 不 惟一 . p= (一 2c 十 cc)m 十 (1 二 ce 一 2ce)as 十 cgs 二 caat, 其 中 ccs 是 任 
意 常数 ， 


,其 中 上 为 任意 常数 . 


GAN 


+‹| T? | ,其 中 为 任意 常数 


[ea 


第 五 章 


2. (4) 


习题 A 
L (D 是 线性 空间 ,(5) 是 线性 空间 ,其 余 不 是 . 
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 
бодов И 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

组 基 , 是 6 维 线性 空间 . 

0 0 0 

© б 由， (。 ; ) 是 一 组 基 , 是 ? 维 线性 空间 . 


3. аа: ,ae ,3. 
4 У.У У,у 是 K 的 子 空间 . 
5. # (У)=л—1,(0,1,0,++,0)7,(0,0,1,+-,0)7,+-,(0,0,0,+—,1)7;Җ (03) =п—1, 


习题 答案 与 提示 
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(一 1,1,0,…，0)T, (一 1,0,1,…,0)T,，…，( 一 1,0,0,…，1)73 维 (Vs: ) 一 1, (1,2,… 


(М„›)=2,(1,0,++,0)7,(0,1,++,1)7. 


1 
6. (2) 
3 
fla) 
ШО 
Lw 
ГА 2! 
Fa 
GD! 
0 1 1 2 1 
з. (1) |—1 =з 一 2|; (2) | 一 5| ,|o|. 
2 4 4 10) (2 
9. (1) 是 线性 变换 ;(3) 是 线性 变换 . 
1 0 1 0 2000 
ыз E 1 1 лау О: 
Ср Ж, ЭИ ЗЕ. 0110 
о но ЖО ооо 2 
12 о 
п. |1 ~1 of. 
1 1 1 
ж ОЖ. Т, 0 1 0 
12. (1) 1 1 —1/, |1 1 
‚ЖЫ: Жы) а -=% 


18. (1) |an an аһ |0) | 二 oa。 an Han ; 
k k 
an kan as 


an 十 az аг аз 


(3) |аш+аи—ац—аз: az 一 az an 一 aa |. 


an Hax an аз 
-1 
1 =p 


1 
14. А 
06 |01" 0102 | 6 
2 


л), 
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з 一 2 
5 1 
15. -| | ,二 
VS35|1|v7| 1 
0 1 
习题 B 


1. (1) 是 线性 空间 . 
2. (1) 正 实数 < 天 1 是 一 组 基 ,R+ 是 实数 域 上 的 1 维 线性 空间 . 
р 1 
0 1 1 
0 0 1 
=1.1-—2 
6. | 2 2% 0j 
3 0 2 
7. (1) 关于 y 轴 对 称 ;(2) 投影 到 工 轴 ， 
(3) 关于 直线 у= хк, (4) 顺 时 针 旋转 90°. 


о) DEAE NE) 
ө (05) (2, DG) 


一 4 
0. -L| ° 
“al 
3 
11. (2) a#0 MEU) 二 n 一 1; 当 @=0 t EUn. 
-1 -1 
2. et ee аы 
v3|1| vis|1 
0 3 


5. (1) 2) 


1 


习题 A 


—2 0 1. 
1. (D) д=Аа 1,4—2) 1 |, [0:1 |. 
0 1 1 


еце» 


习题 答案 与 提示 


4 
1 
(3) 和 一 0 一 2 一 1 一 一 1; 1 П 


К 


1 
(4) 和 一 jz 一 13 一 43 


1 
2. (1) 能 与 对 角形 矩阵 相似 ， 
-1 —2 0 
1 0 -3 
1 от -$ 
(2) 能 与 对 角形 矩阵 相似 . 


-1 


=% 


01 лү" [0 о 1][0 
1 0 0 0 1 ojj 
0 1 1 1 0 ojlo 


(3) 不 能 与 对 角形 矩阵 相似 . 
《4) 不 能 与 对 角形 矩阵 相似 . 


6 о 


16-1 


1 一 3 
0 2 

0 

0 0 


2 2 1 2 
з. CD) 0= 寺 |-1 2 -2?|,o-ao=| 5 
—2 1 2 ee 
ы аа eE 
Vi V3 #% i 
@о=|- -二 2 |о-ло=| а 
# з p| Я 
E 2 
B F 
2 1 1 
я ° E 
211 4 
Z 2. 3 
C0 2 е 1 '07'40= | 2 
-2 二 4 ; 
2 1 PN 
оят 2 


4. О) А +asà tarà? +а:А+аз. 
13. АМЕА 


detA 


*'4" 有 一 个 特征 值 为 下 一 . 
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17.4 
16. 2=2,у=6;Р= |—1 0 


下 
Planici cirte) 
2 .3" 一 2 s-z 
neier onran) 
习题 B 
res 


17. 


3. 2=1. 
7. РЕ. 

13. (1) p=—26 —26 +62 
2—2 +3" 
2—2 43 
2—2 зна 
14. 预测 2010 年 底 该 地 从 事 农业 生产 和 从 事 非 农工 作 人 员 各 占 全 部 劳动 力 的 


(тт) те (150) ,多 年 之 后 从 事 农业 生产 和 从 事 非 农工 作 人 员 各 约 占 全 部 劳动 
力 的 6/100 和 94/100. 


(2) 


第 七 章 
习题 A 
1 1 一 去 
1 CD4A=-| 1 о о |, 
-1o 2 
ур 
(2) 4 一 14h 


Б ыз 
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习题 答案 与 提示 
0 1 0 0 
1 0 0 0 
(3) A= 
0 0 0 和 
0 0 一 2 0 
2. (1) 标准 形 /一 闪 十 闪 十 10 站 ,所 用 正 交 变 换 为 
-25 25 1 
5 15 3 
z=| 6 45 2, 
5 15 3 
5 2 
A i 
D 标准 形 /= —2у1 +11 +13 ELERA 
2 Z Z 
3 2 6 
x=|-2 Z Z 
3 2 6 
1 242 
30202 ез 
(3) 标准 形 УНУ ЕЗИ 
КД Z 
z 0 z 0 
Z о Z 


о 


2⁄5 245 1 

5 15 3 
х=|# б 2 
5 15 3 

5 2 

ee E 


1-1 2 
0 1 2} 
0 0 1 

(2) 标准 形 /= у1— у, ВНЕ 5 


1 —1 —1 
0 1 aj» 


х= 
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(3) 标准 形 /= 1—1 — 23,9 РГ ЯЕ 
т 
i =i =) 


о 0 1 


х= 


(4) 标准 形 /一 并 一 2 六 十 二 六 ,所 用 可 逆 变 换 为 
5772 1 шш 


0 1 —- 1 
х= 2 > 

оо 1 =- 

оо о 1 


4. D 正定 ;(2) ME. 
5. D SRD о. 
8. 设 АВ, WIET VRE С, В В = СТАС. 如 果 A 对 称 , 即 АТ == А, Ш ВТ = (СТАС) = 


CTAT(CT)T 二 CTAC=B, 可 见 B 也 对 称 . 
9. 如 果 A 与 一 4 合同 , 则 一 4 二 CTAC, 故 有 det( 一 4) 一 det(CI4C), 即 (一 1)"det4 一 det4， 
(det O’, 这 样 则 有 (detC): = С 199220, ”为 偶数 . 


习题 B 
0 1 Ө 
-Z o Z 
1. a=2,P=| 3 2 |. 
Z o Z 
2 2 
2. k=3, f 的 特征 值 为 0,4,9. 
ZEE 
ЖООШ Ё 
=3,b=1,P= -Z ү 
3. a=3,b=1,P 0 кс 
Z E ү 
2 3 6 


4. (1) 设 初等 方 阵 OEG iH AH QEG, j)) k ОТА 是 把 4 的 第 j 行 乘 & 加 
到 第 i 行 上 ,(Q"4)Q 是 把 A 的 第 j 列 乘 & 加 到 第 i 列 上 ,对 其 他 两 种 初等 方 阵 有 类 似 结论 . 

(2) BABAR WETTRE С. B=C AC it C 一 0.0…Q,(0 ,0.…,Q. 为 初等 方 
阵 ) 则 С'=0;--010г.& B=QF -QIQOT AQ, О, ---0,. 由 (1) 知 B 是 对 A 进行 一 系列 相同 的 初 
等 行 变 换 和 初等 列 变换 得 到 的 ,反之 显然 成 立 . 

7. 若 BT4B 为 正定 矩阵 , 则 对 任意 非 零 向 量 x, 有 х' (ВТАВ) 220, (Вх) А{Вх):>0. р] 
A 正定 ,所 以 Bx 闫 0. 可 见 齐 次 线性 方程 组 Вх=0 仅 有 零 解 , 即 КОВ) 二 nn; 反 之 ,由 КОВ) =n 知 
齐 次 线性 方程 组 Bx 一 0 仅 有 零 解 , 即 若 x40. 0] Вхзе0. XR} (Bx) A(Bx)>0, B) x" (ВТ АВ) 
x>0, 故 B"AB 正定 . 
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第 八 章 


习题 A 

1. 关于 工 轴 对 称 点 的 坐标 为 (zo ,一 y。, 一 zo0); 关 于 хОу 平面 对 称 点 的 坐标 为 (zyyo， 
一 %); 关 于 原点 的 对 称 点 的 坐标 为 (一 Zo, 一 yo ,一 zo). 其 余 类 似 可 得 . 

2. 到 ryz В МУ, V FAR VF yi. 

3. (2,0,0). 

4. u+2v=—4a+5b—7c,2u—v=7a—5b+6c. 


27 5 К а 
в. Ар: =а+Ть,А0; =а+ 26,А0, =a+Żb,AD, а ь,АСа+ь, 
1. А(—2,5,—2). 

25 z 
8. 3 АВ=(3,—3,—6),—4 ВА=(4,—4,—8) 


> 
9. ТММ: 2,соза= „cos б Усон у= — Уза 08 35,у= 29, 
10. а=/3а° ,b= V38b ,с= 3с. 


п. dmt gD. 


12. (1) —3,(10,—10,—5);(2) 18,(—60,60,30):(3) -% 
2231 
13. 2° 
м. #Ж1@,-1,з). 
11 
15. A=2p. 
143 
16. —5—. 


19. 2zx 十 y 一 z 一 9 一 0. 
20. (х—3)#+ Су+1)#+(«—4)* =26. 
21. 球 心 坐标 (1, 一 3, 一 4) ,半径 ~ 一 7. 
22. х*+ у*=*®а. 

23. 也 十 (? 一 1)2 十 于 一 16. 


Ела шл Ужб. 
А а 4 9 “4 po- 


26. (1) 直线 ,平面 ;(2) 直线 ,平面 ;(3) 圆 ,圆柱 面 ;(4) 双 曲 线 , 双 曲 柱 面 ;(5) 点 ,直线 ， 
(6) хОу 平面 上 无 此 图 形 ,平面 * 一 3 上 的 椭圆 . 

27. 3y — 2? = 14,5% Щ 181:322 +22 一 17, 椭 圆柱 面 . 

ж. ома 


2=0, 


1. 
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一 VZcos 0, 
29. (1) 4 y=/Zcos Ө, (0<0<2x). 


z 一 2sing 


2 十 cosg， 

(2) fia 8,(0<0<2х). 
z=0 

х*#+<2, 

0 


у+2<2, 


з. &абуш Ез уст oma AS оеш ( 


31. z 一 2? 十 z 十 2 一 0. 
32. 7z 一 6? 一 3z 一 4 一 0. 

33. z 十 y 一 3z 一 4 一 0， 

34. (1) ?一 2z 一 0;(2) y=4;(3) z 一 2z 一 4 一 0 


25 
У 


35. 


жыў ЖЕ. ар 
37. у= Т 


х=1—, 

ннн 
ж=1+% 

38. 7z 一 11y 一 9z 一 25 一 0. 


40， 一 一 


41. 
112—3у—23«=— 171. 


习题 B 

2к 

з“ 

2. 2. 

3. 4 

4. x=—4i+2j—4k. 
5. 30. 

6. 20, 


7. т= 一 20, 最 小 值 为 arccos ( — 3010). 
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8. (1) 母线 为 Ох 面 上 的 抛物 线 27, z 轴 ;(2) 母线 为 yOz T E R 


этеа у 办;(3) 母线 为 zOy ш ЕМИЕ — у 1н yM. 


9. =+2у+1=0. 


п. а) X? +2Y° +42 =1, ЁШ, 
(2) X? +3Y° = Z, 4i m Hà y i ; 
(3) 6X? —2Y° 一 1, 双 曲 柱 面 . 


书 中 出 现 外 国人 名 汉 译 

外 文人 名 汉语 译名 
Cauchy 柯 西 
Cayley nE 
Cramer 克拉 默 ; 克 莱 姆 ; 克 兰 姆 
Euclid 欧 几 里 得 
Frobenius 弗 罗 贝 尼 乌 斯 
Grassmann 格拉 斯 楼 
Hamilton 哈密 顿 ; 哈 密 尔 顿 ; 哈 米 顿 
Kronecker 克 罗 内 克 ; 克 罗 内 克 尔 
Laplace 拉 普 拉 斯 
Leibniz RARR 
Peano 佩 亚 诺 ; 皮 亚 诺 
Schimidt 施 密 特 
Schwarz КЖК, К 
Sylvester 西 尔 维 斯 特 ; 西 勒 维 斯 特 
Vandermonde ERRE REE 
Буняковский 布 湿 柯 夫 斯 基 


* 本 表 中 的 汉 译 名 有 同一 人 名 多 译 情 况 ,这 些 不 同 译 法 均 出 自 国 内 有 影响 的 数学 书 中 ， 


列 于 此 仅 供 参考 . 


